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摘 要

本文研究一类由标准布朗运动驱动且带有周期漂移的自排斥扩散模型，若 θ 为未知的自排斥参数，

L(t) 为周期的参数函数，本文的主要目的是讨论当 θ > 0 时参数的估计问题。利用 L(t) 的周期性

与 Frobenius 矩阵公式，我们建立了参数的最小二乘估计量，并进一步讨论了该估计量的相合性
与渐近分布等渐近行为。
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Abstract

In this paper, we consider a self-repelling diffusion model with periodic drift: L(t) is a
periodic, parametric function; θ is unknown parameter. The main object of this paper
is to study the estimation problem of the parameters when θ > 0. By utilizing the
periodicity of L(t) and the Frobenius matrix formula, we have established the least
squares estimator of parameters, and we have discussed the asymptotic behavior of
the estimator.
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1. 引言

1992 年，Durrett 和 Rogers [1] 研究了一个模拟生长聚合物形状的系统。在某些条件下，他们
建立了如下随机微分方程解的渐近行为：

Xt = Bt +

∫ t

0

∫ s

0

f(Xs −Xu)duds, (1.1)

其中 B 是 d 维标准布朗运动，f 是 Lipschitz 连续的。如果 f(x) = g(x)x/∥x∥ 且 g(x) ≥ 0，则

Xt 是 Diaconis 引入并由 Pemantle [2] 研究的连续类似物。解过程 Xt 对应于时刻 t 聚合物末端的

位置。该模型是离散图上边（或顶点）自相互作用随机游走概念的连续类似物，定义如下：在每

一步，沿边移动的概率与该边的访问次数的函数成正比。这个概念由 Coppersmith 和 Diaconis [3]
于 1986 年首次提出，在线性权重函数的特例下给出了边增强随机游走的开创性定义。
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设 LX(t, x) 为解过程 X 的局部时，则对所有 t ≥ 0，我们有

Xt = X0 +Bt +

∫ t

0

ds

∫
R
f(−x)LX(s,Xs + x)dx

此方程说明了过程 X 如何与其自身过去轨迹相互作用的，即自相互作用运动。

一般来说，方程(1.1)在不对 f 做任何假设的情况下定义了一个自相互作用扩散。如果对所有

x ∈ Rd 有 x · f(x) ≥ 0（相应地，≤ 0），我们将称之为自排斥（相应地，称自吸引）的，换句话

说，它更可能远离（相应地，返回）它以前访问过的地方。2002 年，Benaïm 等人 [4] 考虑了一类
依赖于卷积的测度的自相互作用扩散。另一方面，受 Chakravarti 和 Sebastian [5] 以及 Cherayil
和 Biswas [6] 的启发，Yan 等人 [7] 考虑了线性自排斥扩散的最小二乘估计：

XH
t = BH

t + θ

∫ t

0

∫ s

0

(XH
s −XH

u )duds+ νt, t ≥ 0, (1.2)

其中 XH
0 = 0，BH 是 Hurst 参数为 1

2
≤ H < 1 的分数布朗运动。

方程(1.2)的解是一个高斯过程，当 θ < 0 时，Yan 等人 [7] 证明了解几乎必然收敛且依 L2 收

敛到一个正态随机变量（当 t 趋于无穷时）。此外，众所周知，由 fBm 驱动的随机方程的统计推
断是概率论及其应用中的一个近期研究课题。它仅在 1990 年代发展了关于 fBm 的随机微积分之
后才出现。关于有限维方程参数估计的结果，我们参考 Berzin 等人 [8]、Es-Sebaiy [9]、Es-Sebaiy
和 Nourdin [10]、Hu 和 Nualart [11]、Kleptsyna 和 Le Breton [12]、Prakasa Rao [13] 等人的工作
及其参考文献。

2010 年，Dehling 等人 [14] 考虑到在许多实际应用中，由于季节性模式或过程的长期趋势，
常数均值水平的假设是不合适的。因此，他们提出了如下形式的周期均值回归 Ornstein-Uhlenbeck
过程：

dXt = (L(t)− αXt)dt+ σdBt, t ≥ 0, X0 = ζ, (1.3)

其中 L(t) 是时变均值回归水平，α, σ 是正常数，ζ 是与布朗运动 (Bt)t≥0 独立的实值随机变量且

满足 E(ζ2) < ∞。他们应用基于时间连续观测的漂移参数最大似然估计，并证明了当观测周期数
趋于无穷时具有强相合性和渐近正态性。

值得指出的是，在许多实际系统中，外部环境的周期性作用与系统对自身的反馈效应往往是

同时存在的。一方面，周期性漂移可以描述由外部环境变化所引起的规则性驱动，例如温度、光

照、电磁场强度或介质性质随时间呈现的周期波动；另一方面，自排斥项则反映粒子或系统状态对

历史轨迹的回避倾向。例如，在一个理想化的粒子运动模型中，可以将 Xt 理解为某个受热噪声扰

动的粒子在一维介质中的位置。其中，Bt 描述来自微观环境的随机热扰动；周期函数 L(t) 则刻画

外部周期性激励，如交变场、周期温控或介质参数的周期变化所产生的确定性驱动；而自排斥项

θ

∫ t

0

∫ s

0

(Xs −Xu) du ds

表示粒子当前运动对其过去轨迹的累积性排斥效应：当粒子在某些区域已停留较多或反复经过时，
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该记忆项会推动其偏离先前的位置。参数 θ 用于刻画这种路径记忆效应的强度，而 µ1, . . . , µp 则

衡量不同周期基函数 ϕ1, . . . , ϕp 所对应外部周期驱动模式的作用幅度。由此，模型不仅能够描述外

部周期强迫下的随机演化，还能反映历史路径对未来运动的持续影响，因此比单独的周期漂移模

型或单独的自排斥模型更能刻画复杂系统中的实际动力学特征。

基于上述研究背景以及周期驱动与历史路径排斥并存的建模考虑，本文提出了一个带有周期

漂移的自排斥扩散模型：

Xt = Bt + θ

∫ t

0

∫ s

0

(Xs −Xu)duds+ L(t), (1.4)

其中 Bt 是标准布朗运动，L(t) 是周期的参数函数，θ 是未知参数。我们假设

L(t) =

p∑
i=1

µiφi(t), (1.5)

其中可导函数 φ1(t), . . . , φp(t) 是已知的，µ1, . . . , µp 是未知参数。通过定义过程 Yt =
∫ t

0
(Xt −

Xs)ds, t ≥ 0，我们可以将(1.4)简化为

Xt = Bt + θ

∫ t

0

Ysds+

p∑
i=1

µiφi(t). (1.6)

我们的目标是研究当 θ > 0 时参数的估计问题。利用最小二乘法、L(t) 的周期性和 Frobenius
矩阵公式，我们得到参数 θL = (µ1, . . . , µp, θ)

′ 的最小二乘估计量如下：

θ̂L = Q−1
T PT , (1.7)

其中

PT =

(∫ T

0

φ′
1(t)dXt, . . . ,

∫ T

0

φ′
p(t)dXt,

∫ T

0

YtdXt

)′

,

Q−1
T =

1

T

(
Ip + γTΛTΛ

′
T −γTΛT

−γTΛ
′
T γT

)
,

这里，γT 和 ΛT 定义为

γT =

(
1

T

∫ T

0

Y 2
t (t)dt−

p∑
i=1

Λ2
T,i

)−1

,

ΛT = (ΛT,1, . . . ,ΛT,p)
′,

ΛT,i =
1

T

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt, i = 1, . . . , p.

假设 φ1(t), . . . , φp(t) 收敛且它们的导数都收敛，我们证明了当 T 趋于无穷时估计量的强相合

性，即

θ̂L → θL a.s. (T → ∞). (1.8)

DOI: 10.12677/sa.2026.155120 211 统计学与应用

https://doi.org/10.12677/sa.2026.155120


俞乐梵 等

此外，我们证明了当 T 趋于无穷时以下收敛成立：

1√
T
e

1
2 θT

2

(θ̂ − θ) → ξ∞ + 2θN

(ξ∞ + h∞)2
, (1.9)

√
T (µ̂k − µk) → M (1.10)

其中 θ̂ 是 θ 的估计量，µ̂k 是 µk 的估计量，k = 1, . . . , p。此外，M 是标准正态随机变量，N ∼
N(0, h2

∞
2θ

)，两者都与布朗运动B独立，其中 ξ∞ =
∫∞
0

se−
1
2 θs

2

dBs, h∞ =
∑p

i=1 µi

∫∞
0

se−
1
2 θs

2

φ′
i(s)dBs.

本文结构如下。第 2 节介绍布朗运动的预备知识。第 3 节建立参数的估计量。第 4 节介绍几
个引理并用它们证明估计量 θ̂L 的相合性。第 5 节讨论其渐近分布。

2. 预备知识

在本节中，我们简要回顾布朗运动的定义和性质。更多细节和综述可在文献 [15] 中找到。

2.1. 布朗运动

设 (Ω,F , P ) 是概率空间。随机过程是定义在乘积空间 [0,∞) × Ω 上的可测函数 X(t, ω)。特

别地，

(a) 对每个 t，X(t, ·) 是随机变量；
(b) 对每个 ω，X(·, ω) 是可测函数（称为样本路径）。

为方便起见，随机变量 X(t, ·) 将记为 X(t) 或 Xt。因此，随机过程 X(t, ω) 也可表示为

X(t)(ω) 或简记为 X(t) 或 Xt。

定义 2.1. 䳅ᵰ䗽ぁ B(t, ω) 〦Ѱᐹᵍ䘆ࣞ，ྸ᷒ᆹ┗䏩ԛсᶗԬφ

(1) P{ω;B(0, ω) = 0} = 1Ⱦ

(2) ሯԱᝅ 0 ≤ s < t，䳅ᵰ਎䠅 B(t)− B(s) ᵃԄൽٲѰ 0ȽᯯᐤѰ t− s Ⲻ↙ᘷ࠼ᐹ，঩ሯԱᝅ

a < b，P{a ≤ B(t)− B(s) ≤ b} = 1√
2π(t−s)

∫ b

a
e−x2/2(t−s)dx. (3) B(t, ω) ޭᴿ⤢㄁໔䠅，঩ሯԱᝅ

0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn，䳅ᵰ਎䠅 B(t1), B(t2)−B(t1), . . . , B(tn)−B(tn−1) ⴮ӈ⤢㄁Ⱦ

(4) B(t, ω) Ⲻࠖ҄ᡶᴿṭᵢ䐥ᖺ䜳ᱥ䘔㔣࠳ᮦ，঩ P{ω;B(·, ω) ᱥ䘔㔣Ⲻ} = 1.

设 B(t) 是一个固定的布朗运动。下面我们给出从布朗运动定义直接得出的一些简单性质。

命题 2.2. ሯԱᝅ t > 0，B(t) ᵃԄൽٲѰ 0ȽᯯᐤѰ t Ⲻ↙ᘷ࠼ᐹȾሯԱᝅ s, t ≥ 0，ᡇԢᴿ

E[B(s)B(t)] = min{s, t}Ⱦ
命题 2.3. ሯരᇐⲺ t0 ≥ 0，䳅ᵰ䗽ぁ B̃(t) = B(t+ t0)−B(t0) ҕᱥᐹᵍ䘆ࣞȾ

命题 2.4. ሯԱᝅᇔᮦ λ > 0，䳅ᵰ䗽ぁ B̃(t) = B(λt)/
√
λ ҕᱥᐹᵍ䘆ࣞȾ

现在考虑积分
∫ b

a
f(t)dB(t), 其中 f 是确定性函数（即不依赖于 ω），B(t, ω) 是布朗运动。由

于一般情况下这个积分不能定义为 Riemann-Stieltjes 积分，我们需要不同的方法来定义更广泛函
数类 f(t) 的积分

∫ b

a
f(t)dB(t)。这种新的积分称为 f 的 Wiener 积分，对所有 f ∈ L2[a, b] 有定

义。这里 L2[a, b] 表示 [a, b] 上所有实值平方可积函数的 Hilbert 空间。

现在我们分两步定义 Wiener 积分：
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第一步。 假设 f 是阶梯函数，由 f =
∑n

i=1 ai1[ti−1,ti) 给出，其中 t0 = a，tn = b。在这

种情况下，定义 I(f) =
∑n

i=1 ai(B(ti) − B(ti−1)). 显然，对任意 a, b ∈ R 和阶梯函数 f, g，有

I(af + bg) = aI(f) + bI(g)。此外，我们有以下引理。

引理 2.5. ሯ䱬ụ࠳ᮦ f，䳅ᵰ਎䠅 I(f) ᱥൽٲѰ 0ȽᯯᐤѰ E(I(f)2) =
∫ b

a
f(t)2dt Ⲻ儎ᯥ䳅ᵰ

਎䠅Ⱦ

第二步。 我们用 L2(Ω) 表示 Ω 上具有内积 ⟨X,Y ⟩ = E(XY ) 的平方可积实值随机变量的

Hilbert空间。设 f ∈ L2[a, b]。选择一列阶梯函数 {fn}∞n=1 使得 fn → f 在 L2[a, b]中。由引理 2.5，
序列 {I(fn)}∞n=1 在 L2(Ω) 中是 Cauchy 列。因此它在 L2(Ω) 中收敛。定义

I(f) = lim
n→∞

I(fn), 在L2(Ω) 中. (2.1)

I(f) 是良定义的。

定义 2.6. 䇴 f ∈ L2[a, b]Ⱦᯯぁ(2.1)ѣᇐѿⲺᶷ䲆 I(f) 〦Ѱ f Ⲻ Wiener 〥࠼Ⱦf Ⲻ Wiener 〥
࠼ I(f) 䇦Ѱ I(f)(ω) =

(∫ b

a
f(t)dB(t)

)
(ω), ω ∈ Ω, ࠖ҄ᗻ❬.

定理 2.7. ሯ∅Ѡ f ∈ L2[a, b]，Wiener 〥࠼
∫ b

a
f(t)dBt ᱥൽٲѰ 0ȽᯯᐤѰ ∥f∥2 =

∫ b

a
f(t)2dt Ⲻ

儎ᯥ䳅ᵰ਎䠅Ⱦ

推论 2.8. ྸ᷒ f, g ∈ L2[a, b]，ࡏ E(I(f)I(g)) =
∫ b

a
f(t)g(t)dt. ⢯ࡡ൦，ྸ᷒ f ૂ g ↙Ӛ，ࡏ儎

ᯥ䳅ᵰ਎䠅 I(f) ૂ I(g) ⤢㄁Ⱦ

2.2. 随机积分

为方便起见，我们将用 L2
ad([a, b] × Ω) 表示满足以下条件的所有随机过程 f(t, ω), a ≤ t ≤

b, ω ∈ Ω 的空间：

(1) f(t, ω) 适应于滤子 {Ft}；
(2)

∫ b

a
E(|f(t)|2)dt < ∞。

我们将使用 Itô 的原始思想来定义 f ∈ L2
ad([a, b] × Ω) 的随机积分

∫ b

a
f(t)dB(t)。具体细节和

步骤见他的论文 [16]。
定理 2.9. 䇴ٽ f ∈ L2

ad([a, b] × Ω)Ⱦࡏ Itô 〥࠼ I(f) =
∫ b

a
f(t)dB(t) ᱥ┗䏩 E(I(f)) = 0 ъ

E(|I(f)|2) =
∫ b

a
E(|f(t)|2)dt Ⲻ䳅ᵰ਎䠅Ⱦ

由该定理，Itô 积分 I : L2
ad([a, b] × Ω) → L2(Ω) 是等距映射。由于 I 也是线性的，我们有以

下推论。

推论 2.10. ሯԱᝅ f, g ∈ L2
ad([a, b]× Ω)，ԛсㅿᕅᡆ㄁φ

E

(∫ b

a

f(t)dB(t)

∫ b

a

g(t)dB(t)

)
=

∫ b

a

E(f(t)g(t))dt.

Leibniz-Newton 微积分中的链式法则是对可微函数 f 和 g 的公式 d
dt
f(g(t)) = f ′(g(t))g′(t)。

它可以重写为积分形式 f(g(t)) − f(g(a)) =
∫ t

a
f ′(g(s))g′(s)ds。另一方面，Itô 微积分中的链式法

则，在最简单的情况下，表述为
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f(B(t)) = f(B(a)) +

∫ t

a

f ′(B(s))dB(s) +
1

2

∫ t

a

f ′′(B(s))ds

对布朗运动 B(t) 和二次连续可微函数 f 成立。

3. 最小二乘估计量

在本节中，我们给出方程(1.6)中参数 θL = (µ1, . . . , µp, θ)
′ 的最小二乘估计量，许多思想来自

Dehling [14]。根据 Hu 和 Nualart [11] 的最小二乘法（也见 Hu 等人 [17]），我们考虑以下函数的
最小值：

ρ(θ, µi) =

∫ T

0

∣∣∣∣∣Ẋt −

(
θYt +

p∑
i=1

µiφ
′
i(t)

)∣∣∣∣∣
2

dt. (3.1)

通过简化，可以证明

ρ(θ, µi) =

∫ T

0

Ẋ2
t dt− 2θ

∫ T

0

YtdXt + θ2
∫ T

0

Y 2
t dt

− 2

p∑
i=1

µi

∫ T

0

φ′
i(t)dXt + 2θ

p∑
i=1

µi

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt+

∫ T

0

(
p∑

i=1

µiφ
′
i(t)

)2

dt.

通过求偏导数，我们得到

∂ρ(θ, µi)

∂θ
= −2

∫ T

0

YtdXt + 2θ

∫ T

0

Y 2
t dt+ 2

p∑
i=1

µi

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt, (3.2)

∂ρ(θ, µi)

∂µi

= −2

∫ T

0

φ′
i(t)dXt + 2θ

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt+ 2

p∑
k=1,k ̸=i

µk

∫ T

0

φ′
i(t)φ

′
k(t)dt

+ 2µi

∫ T

0

(φ′
i(t))

2dt, i = 1, . . . , p.

(3.3)

将(3.2)和(3.3)中的偏导数设为零，得到一个线性方程组，由此得到最小二乘估计量：

θ̂L = Q−1
T PT , (3.4)

其中对象 QT ∈ R(p+1)×(p+1) 和 PT ∈ Rp+1 定义为

PT =

(∫ T

0

φ′
1(t)dXt, . . . ,

∫ T

0

φ′
p(t)dXt,

∫ T

0

YtdXt

)′

, (3.5)

QT =

(
GT aT

a′T bT

)
, (3.6)

其中 GT =
(∫ T

0
φ′
j(t)φ

′
k(t)dt

)
1≤j,k≤p

∈ Rp×p，aT =
(∫ T

0
Ytφ

′
1(t)dt, . . . ,

∫ T

0
Ytφ

′
p(t)dt

)′
，bT =
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∫ T

0
Y 2
t dt。

在许多应用中，数据表现出规律的季节性效应。这些可以通过假设函数 L(t) 是周期的来建模，

即

L(t) = L(t+ ν),

其中 ν 是数据中观测到的周期。由于该函数的周期性，得到的随机过程表现出周期性演化。将周

期性假设与(1.5)结合，得到要求
φj(t) = φj(t+ ν),

因此

φ′
j(t) = φ′

j(t+ ν).

通过应用 Gram-Schmidt 正交化，我们可以不失一般性地假设 φ′
1(t), . . . , φ

′
p(t) 在 L2 中形成

一个标准正交系，即 ∫ ν

0

φ′
j(t)φ

′
k(t)dt =

ν, j = k

0, j ̸= k.

在本文的其余部分，我们将假设观测到的是周期长度的整数倍，即 T = Nν，其中 N 是某个

整数。此外，我们将不失一般性地假设 ν = 1。

在上述假设下，矩阵 QT 简化为

QT =

(
TIp aT

a′T bT

)
,

其中 Ip 表示 (p× p)单位矩阵。这种特殊形式矩阵的逆可以用以下方法显式计算。我们利用以下分

块矩阵求逆公式，该公式可从 Frobenius 矩阵求逆公式推导出来。或者，该公式也可以直接验证。(
Ip a

a′ b

)−1

=

(
Ip +

1
b−∥a∥2 aa

′ − 1
b−∥a∥2 a

− 1
b−∥a∥2 a

′ 1
b−∥a∥2

)
, (3.7)

其中 ∥ · ∥ 表示 Rp 上的通常欧几里得范数。

由上述结果，我们可以将 QT 写成如下形式：

QT = T

(
Ip ΛT

Λ′
T

1
T

∫ T

0
Y 2
t dt

)
,

其中 ΛT = (ΛT,1, . . . ,ΛT,p)
′，这里 ΛT,i =

1
T

∫ T

0
Ytφ

′
i(t)dt, i = 1, . . . , p。于是应用上述公式，我们可

以得到 Q−1
T 如下：

Q−1
T =

1

T

(
Ip + γTΛTΛ

′
T −γTΛT

−γTΛ
′
T γT

)
,
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其中

γT =

(
1

T

∫ T

0

Y 2
t dt−

p∑
i=1

Λ2
T,i

)−1

.

请注意，Frobenius 矩阵求逆公式当且仅当(3.7)右端矩阵的各元素是良定义时才成立。在第 4
节中，我们将证明 γT 的极限大于零，这意味着 Q−1

T 的极限是良定义的。因此，如果 T 足够大，

Q−1
T 几乎必然存在。

现在我们可以阐述关于我们模型中最小二乘估计量渐近行为的主要结果。

4. 相合性证明

在本节中，我们考虑当 θ > 0 时估计量 θ̂L 的相合性。我们的主要目标是证明以下定理。

定理 4.1. 䇴 θ > 0，ᖉ T → ∞ ᰬ，ᡇԢᴿ

θ̂L → θL a.s.

为证明该定理，我们先给出几个引理。

引理 4.2. 䇴 θ > 0Ⱦᇐѿӄ(3.4)ⲺᴶቅӂҎզ䇗䠅 θ̂L ਥԛߏᡆ

θ̂L = θL +Q−1
T RT , (4.1)

ެѣ QT ᇐѿӄ(3.6)，ъ

RT =


∫ T

0
φ′
1(t)dBt

...∫ T

0
φ′
p(t)dBt∫ T

0
YtdBt

 . (4.2)

䇷᱄. 由(1.6)，我们有

dXt = dBt + θYtdt+

p∑
i=1

µiφ
′
i(t)dt.

所以 ∫ T

0

φ′
i(t)dXt =

∫ T

0

φ′
i(t)dBt + θ

∫ T

0

φ′
i(t)Ytdt+

p∑
j=1

µj

∫ T

0

φ′
i(t)φ

′
j(t)dt, i = 1, . . . , p

∫ T

0

YtdXt =

∫ T

0

YtdBt + θ

∫ T

0

Y 2
t dt+

p∑
j=1

µj

∫ T

0

Ytφ
′
j(t)dt.

因此，我们有
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PT =


∫ T

0
φ′
1(t)dXt

...∫ T

0
φ′
p(t)dXt∫ T

0
YtdXt

 = RT +QT θL. (4.3)

从而，θ̂L = θL +Q−1
T RT。

在下文中，我们将证明当 T 趋于无穷时，Q−1
T RT 几乎必然收敛于零。这个证明由几个引理支

持。

引理 4.3. 䳅ᵰᗤᯯ࠼ぁ(1.5)Ⲻ䀙ޭᴿᱴᕅ㺞⽰

Yt = e
1
2 θt

2

∫ t

0

se−
1
2 θs

2

dBs + e
1
2 θt

2

h(t), t ≥ 0, (4.4)

ެѣ

h(t) =

p∑
i=1

µi

∫ t

0

se−
1
2 θs

2

φ′
i(t)ds.

䇷᱄. 由于 ∫ t

0

f(s)dXs = f(t)Xt − f(0)X0 −
∫ t

0

f ′(s)Xsds.

则

Yt =

∫ t

0

(Xt −Xs)ds = tXt −
∫ t

0

Xsds =

∫ t

0

sdXs.

结合(1.6)，我们有

dYt = tdBt + θtYtdt+ t

p∑
i=1

µiφ
′
i(t)dt, t ≥ 0. (4.5)

由常数变易法，方程(4.5)的显式解可表示为

Yt = e
1
2 θt

2

∫ t

0

se−
1
2 θs

2

dBs + e
1
2 θt

2
p∑

i=1

µi

∫ t

0

se−
1
2 θs

2

φ′
i(t)ds, t ≥ 0.

考虑过程 ξt :=
∫ t

0
se−

1
2 θs

2

dBs, t ≥ 0，则

Yt = e
1
2 θt

2

ξt + e
1
2 θt

2

h(t), t ≥ 0.

由假设我们容易知道当 t 趋于无穷时，h(t) 是有界的。

引理 4.4. 䳅ᵰ਎䠅
ξ∞ :=

∫ ∞

0

se−
1
2 θs

2

dBs

ᱥ㢥ᇐѿⲺ，ъᆹኔӄ L2(Ω) グ䰪Ⱦᖉ T 䏁ӄᰖキᰬ，ξT ࠖ҄ᗻ❬ᡌ൞ L2(Ω) ᝅѿс᭬ᮑӄ

ξ∞Ⱦ
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由引理 4.4的推论，对任意 α > 0，当 T 趋于无穷时， 1
Tα ξT 几乎必然且在 L2(Ω) 意义下收敛

于 0。
引理 4.5. ሯԱᝅᴿ䲆᮪ᮦ p > 1，ᖉ T 䏁ӄᰖキᰬ，ᡇԢᴿ

Te−θT 2

∫ T

0

eθs
2

ξpsds →
1

2θ
ξp∞, a.s.

上述两个引理的证明参见论文 [18] 中的引理 3.2 和引理 3.3，这里不再赘述。

利用上述引理，我们现在证明定理 4.1。我们的目标是证明当 T 趋于无穷时，Q−1
T RT 几乎必

然收敛于零。

䇷᱄. 我们将 Q−1
T RT 表示为分块矩阵形式：

Q−1
T RT =

1

T

(
Ip + γTΛTΛ

′
T −γTΛT

−γTΛ
′
T γT

)
∫ T

0
φ′
1(t)dBt

...∫ T

0
φ′
p(t)dBt∫ T

0
YtdBt


= (A1, . . . , Ap, A

(1)
p+1 +A

(2)
p+1)

′,

其中

Ak =
1

T

p∑
i=1

(1 + γTΛT,kΛT,i)

∫ T

0

φ′
i(t)dBt −

1

T
γTΛT,k

∫ T

0

YtdBt, k = 1, . . . , p,

A
(1)
p+1 = − 1

T

p∑
i=1

γTΛT,i

∫ T

0

φ′
i(t)dBt,

A
(2)
p+1 =

1

T
γT

∫ T

0

YtdBt.

为叙述方便，设

Ψ(T ) =

∫ T

0

Y 2
t dt− T

p∑
i=1

Λ2
T,i, (4.6)

则 1
T
γT = Ψ(T )−1。我们可以将上述方程写成

Ak =

p∑
i=1

(
1

T
+

ΛT,kΛT,i

Ψ(T )

)∫ T

0

φ′
i(t)dBt −

1

Ψ(T )
ΛT,k

∫ T

0

YtdBt, k = 1, . . . , p,

A
(1)
p+1 = − 1

Ψ(T )

p∑
i=1

ΛT,i

∫ T

0

φ′
i(t)dBt,

A
(2)
p+1 =

∫ T

0
YtdBt

Ψ(T )
.

下面分别证明 Ak, A
(1)
p+1, A

(2)
p+1 中各项的收敛性。

DOI: 10.12677/sa.2026.155120 218 统计学与应用

https://doi.org/10.12677/sa.2026.155120


俞乐梵 等

(I) Ψ(T )

我们考虑 Te−θT 2

Ψ(T ) 的有界性。注意到

Te−θT 2

∫ T

0

Y 2
t dt = Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

ξ2t dt+ Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

h(t)2dt

+ Te−θT 2

∫ T

0

2eθt
2

ξth(t)dt.

结合引理 4.5和 L’Hôpital 法则，我们得到当 T 趋于无穷时，几乎必然有

Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

ξ2t dt →
1

2θ
ξ2∞,

T e−θT 2

∫ T

0

eθt
2

h(t)2dt < ∞,

T e−θT 2

∫ T

0

2eθt
2

ξth(t)dt < ∞.

因此

Te−θT 2

∫ T

0

Y 2
t dt < ∞ a.s. (4.7)

当 T 趋于无穷时。

接下来考虑 Te−θT 2 · T
∑p

i=1 Λ
2
T,i，我们看到对 i = 1, . . . , p，

Te−θT 2

· TΛ2
T,i = T 2e−θT 2

(
1

T

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt

)2

=
1

T 2

(
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt

)2

=
1

T 2

(
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtφ
′
i(t)dt+ Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)φ′
i(t)dt

)2

.

根据 L’Hôpital 法则，我们可以推断

Te−θT 2

· T
p∑

i=1

Λ2
T,i < ∞ a.s. (4.8)

当 T 趋于无穷时。

因此，结合(4.7)和(4.8)，容易看出当 T 趋于无穷时，

Te−θT 2

Ψ(T ) < ∞ a.s. (4.9)

(II) ΛT,i

由于
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e−
1
2 θT

2

ΛT,i = e−
1
2 θT

2 1

T

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt

=
1

T
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtφ
′
i(t)dt+

1

T
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)φ′
i(t)dt,

Te−
1
2 θT

2

ΛT,i = e−
1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtφ
′
i(t)dt+ e−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)φ′
i(t)dt.

我们有

e−
1
2 θT

2

ΛT,i → 0 a.s., (4.10)

Te−
1
2 θT

2

ΛT,i → 0 a.s. (4.11)

对 i = 1, . . . , p，当 T 趋于无穷时。

(III)
∫ T

0
YtdBt 和

∫ T

0
φ′
i(t)dBt

注意到

T

∫ T

0

YtdBt = TYTBT − T

∫ T

0

BtdYt

= TYTBT − T

∫ T

0

Btd
(
e

1
2 θt

2

ξt + e
1
2 θt

2

h(t)
)

= TYTBT − Tθ

∫ T

0

te
1
2 θt

2

Btξtdt− T

∫ T

0

tBtdBt

− T

∫ T

0

te
1
2 θt

2

Bth(t)dt− T

∫ T

0

e
1
2 θt

2

Bth
′(t)dt.

结合引理 4.5和 L’Hôpital 法则，容易看出

T−1e−
1
2 θT

2

∫ T

0

YtdBt → 0 a.s. (4.12)

类似地，当 T 趋于无穷时，

e−
1
2 θT

2

∫ T

0

φ′
i(t)dBt = e−

1
2 θT

2

φ′
i(T )BT − e−

1
2 θT

2

∫ T

0

φ′′
i (t)Btdt → 0 a.s.

最后，我们有

Ak =

p∑
i=1

(
1

T
+

ΛT,kΛT,i

Ψ(T )

)∫ T

0

φ′
i(t)dBt −

1

Ψ(T )
ΛT,k

∫ T

0

YtdBt

=

p∑
i=1

1

T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt +

p∑
i=1

Te−
1
2 θT

2

ΛT,kΛT,i

Te−θT 2Ψ(T )

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)

− T 2e−
1
2 θT

2

ΛT,k

Te−θT 2Ψ(T )

(
T−1e−

1
2 θT

2

∫ T

0

YtdBt

)
→ 0, a.s.
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对 k = 1, . . . , p。

A
(1)
p+1 = − 1

Ψ(T )

p∑
i=1

ΛT,i

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

= −
∑p

i=1 Te
− 1

2 θT
2

ΛT,i

Te−θT 2Ψ(T )

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)
→ 0, a.s.,

A
(2)
p+1 =

∫ T

0
YtdBt

Ψ(T )
=

T 2e−
1
2 θT

2
(
T−1e−

1
2 θT

2 ∫ T

0
YtdBt

)
Te−θT 2Ψ(T )

→ 0, a.s.

当 T 趋于无穷时。

5. 渐近分布

在本节中，我们证明 θ̂ 和 µ̂k, k = 1, . . . , p 的渐近分布。记

h∞ =

p∑
i=1

µi

∫ ∞

0

se−
1
2 θs

2

φ′
i(s)ds. (5.1)

显然其收敛性成立。

引理 5.1. 䇴 θ > 0Ⱦࡏᖉ T 䏁ӄᰖキᰬ，ԛс᭬ᮑᡆ㄁φ

√
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)dBt → N

(
0,

h2
∞
2θ

)
, (5.2)

√
Te−

1
2 θT

2

ξT

∫ T

0

e
1
2 θt

2

dBt →
1

2θ
ξ∞. (5.3)

䇷᱄. 均值为零的正态随机序列依分布收敛于正态随机变量，等价于它们的二阶矩收敛于正常数，
因此我们只需证明以下收敛成立。由 L’Hôpital 法则，我们有

E

(√
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)dBt

)2

= Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

h(t)2dt → h2
∞
2θ

和

E

(√
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

dBt

)2

= Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

dt → 1

2θ
,

当 T 趋于无穷时。结合 Slutsky 定理，我们完成了证明，且两者的独立性是显然的。

引理 5.2. 䇴 θ > 0ȾࡏᡇԢᴿ

Te−θT 2

Ψ(T ) → (ξ∞ + h∞)2

2θ
(5.4)
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ࠖ҄ᗻ❬ᡆ㄁，ᖉ T 䏁ӄᰖキᰬ，ެѣ Ψ(T ) ⭧(4.6)ᇐѿȾ

䇷᱄. 首先，我们可以展开以下公式

Te−θT 2

∫ T

0

Y 2
t dt = Te−θT 2

(∫ T

0

eθt
2

ξ2t dt+

∫ T

0

eθt
2

h(t)2dt+

∫ T

0

2eθt
2

ξth(t)dt

)
.

此外，L’Hôpital 法则和引理 4.5意味着当 T 趋于无穷时，几乎必然有

Te−θT 2

∫ T

0

eθt
2

ξ2t dt →
1

2θ
ξ2∞,

T e−θT 2

∫ T

0

eθt
2

h(t)2dt → h2
∞
2θ

,

Te−θT 2

∫ T

0

2eθt
2

ξth(t)dt →
ξ∞h∞

θ
.

所以当 T 趋于无穷时，

Te−θT 2

∫ T

0

Y 2
t dt →

(ξ∞ + h∞)2

2θ
a.s.

类似地，当 T 趋于无穷时，我们也有

e−
1
2 θT

2

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt = e−

1
2 θT

2

(∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtφ
′
i(t)dt+

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)φ′
i(t)dt

)
→ 0 a.s.

因此，我们证明了当 T 趋于无穷时，几乎必然有

Te−θT 2

Ψ(T ) = Te−θT 2

(∫ T

0

Y 2
t dt− T

p∑
i=1

Λ2
T,i

)

= Te−θT 2

∫ T

0

Y 2
t dt−

p∑
i=1

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

Ytφ
′
i(t)dt

)2

→ (ξ∞ + h∞)2

2θ
.

定理 5.3. 䇴 θ > 0Ⱦࡏᖉ T 䏁ӄᰖキᰬ，ԛс᭬ᮑᡆ㄁φ

1√
T
e

1
2 θT

2

(θ̂ − θ) → ξ∞ + 2θN

(ξ∞ + h∞)2
, (5.5)

√
T (µ̂k − µk) → M (5.6)

ެѣ θ̂ ᱥ θ Ⲻզ䇗䠅，µ̂k ᱥ µk Ⲻզ䇗䠅，k = 1, . . . , pȾ↚ཌ，M ᱥḽ߼↙ᘷ䳅ᵰ਎䠅，

N ∼ N(0, h2
∞
2θ

)，њ㘻䜳фᐹᵍ䘆ࣞ B ⤢㄁Ⱦ

䇷᱄. 回忆 θL = (µ1, . . . , µp, θ)
′ 且

(θ̂L − θL) = (A1, . . . , Ap, A
(1)
p+1 +A

(2)
p+1)

′.
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对所有 T > 0，我们有

1√
T
e

1
2 θT

2
(
A

(1)
p+1 +A

(2)
p+1

)
=

1√
TΨ(T )

(
e

1
2 θT

2

∫ T

0

YtdBt − e
1
2 θT

2
p∑

i=1

ΛT,i

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)

=
γ1(T )− γ2(T )

Ψ(T )
.

显然，由引理 4.3和引理 4.5，我们发现

Te−θT 2

γ2(T ) =
√
Te−

1
2 θT

2
p∑

i=1

ΛT,i

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

=

p∑
i=1

(
T

3
2 e−

1
2 θT

2

ΛT,i

)( 1

T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)
→ 0

几乎必然成立，当 T 趋于无穷时。接下来我们考虑 γ1(T ) 的渐近分布。对所有 T > 0，我们有∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtdBt =

∫ T

0

e
1
2 θt

2

(∫ t

0

se−
1
2 θs

2

dBs

)
dBt

=

∫ T

0

e
1
2 θt

2

(∫ T

0

se−
1
2 θs

2

dBs

)
dBt −

∫ T

0

e
1
2 θt

2

(∫ T

t

se−
1
2 θs

2

dBs

)
dBt

= ξT

∫ T

0

e
1
2 θt

2

dBt −
∫ T

0

se−
1
2 θs

2

(∫ s

0

e
1
2 θt

2

dBt

)
dBs.

结合以下事实

E

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

se−
1
2 θs

2

(∫ s

0

e
1
2 θt

2

dBt

)
dBs

)2

→ 0, (T → ∞)

和 Slutsky 定理，我们得到收敛

γ1(T )

Ψ(T )
=

1√
Te−θT 2Ψ(T )

e−θT 2

· e 1
2 θT

2

∫ T

0

YtdBt

=
1√

Te−θT 2Ψ(T )

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

ξtdBt + e−
1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)dBt

)
=

1

Te−θT 2Ψ(T )

√
Te−

1
2 θT

2

ξT

∫ T

0

e
1
2 θt

2

dBt +
1

Te−θT 2Ψ(T )

√
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)dBt

→ ξ∞ + 2θN

(ξ∞ + h∞)2

当 T 趋于无穷时成立，其中

N ∼ N

(
0,

h2
∞
2θ

)
.
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通过观察，不难意识到 (µ̂k − µk) 可以用 (θ̂ − θ) 表示。因此

√
T (µ̂k − µk) =

√
T

(
1

T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt −

1

T
(θ̂ − θ)

∫ T

0

Ytφ
′
k(t)dt

)
=

1√
T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt −

1√
T
e

1
2 θT

2

(θ̂ − θ)

(
e−

1
2 θT

2

∫ T

0

Ytφ
′
k(t)dt

)
→ M.

我们注意到在假设下，

E

(
1√
T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)2

= 1.

因此 M ∼ N(0, 1)。

两个均值为零的正态随机序列独立，等价于它们乘积的期望趋于 0。当 T 趋于无穷时，显然

对任意固定的 s > 0，我们有

E

(
Bs

√
Te−

1
2 θT

2

ξT

∫ T

0

e
1
2 θt

2

dBt

)
→ 0,

E

(
Bs

√
Te−

1
2 θT

2

∫ T

0

e
1
2 θt

2

h(t)dBt

)
→ 0,

E

(
Bs

1√
T

∫ T

0

φ′
i(t)dBt

)
→ 0.

因此 M 和 N 都与布朗运动 B 独立。
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