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摘  要 

本文主要利用调整经验似然的理论，研究部分函数线性回归模型中感兴趣参数的估计问题。通过构造回

归系数的调整对数经验似然比统计量，并从理论上给出该估计量的统计性质，即在满足一定的条件下，

这个统计量是渐近服从于卡方分布的，接着给出渐近性质的理论证明。最后，利用这一理论性质构造回

归系数的置信域。 
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Abstract 
This paper mainly studies the problem of adjusted empirical likelihood estimation of partial func-
tion linear regression models, constructs the adjusted empirical likelihood ratio statistic of regres-
sion coefficients, and further gives the statistical properties of the estimator in theory, that is, under 
certain conditions, the statistic is asymptotically subject to chi square distribution, and gives theo-
retical proof, using this result to construct the confidence region of regression coefficients. 
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1. 研究背景 

近年来，数据统计分析成为很多领域的发展较为重要的研究工具，对于观测时间和空间等很多复杂

的数据，可以描述为关于时间或者空间的函数，在统计上称这些数据为函数型数据。函数型数据主要来

源于应用于气象学、生物力学、经济学和医学等领域，这类数据也逐渐成为统计学方向的研究热点。 
函数型数据的分析是由加拿大麦吉尔大学的心理学与统计学教授 Ramsay 和英国布里斯托大学的统

计学教授 Silverman [1]一起率先提出的，其主要想法是利用来源于实际问题的数据，通过讨论数据生成

过程的光滑性，进而解释如何运用泛函方法来发现数据的新特点。相较于回归分析等传统的数据分析，

函数型数据分析有更好的优点，具备无限维的空间特征，从而可以降低对数据采集频率的要求，具有更

好的灵活性。 
分析函数型数据的最重要的模型之一是部分函数型线性模型，有较多的学者对这类模型进行了研究。

例如，胡玉萍等通过非参数估计的方法研究部分函数模型，构造回归系数的置信域，并且通过蒙特卡罗

模拟，结合覆盖率和区间宽度这两个因素，比较经验似然方法与传统方法的优点和不足[2]，通过分析，

得出经验似然方法所得结果比传统方法要好，最后结合实例，验证该结论合理性。江志强和范国良[3]共
同研究了在鞅差误差下部分函数线性模型的经验似然估计问题，构造回归系数的经验似然比统计量，并

从理论上给出回归系数的统计性质。吴成鑫[4]研究了在缺失数据下部分函数线性模型的经验似然推断问

题，并利用研究结论构造相关参数的置信域。文怡方[5]利用部分函数型线性模型来描述标量响应变量与

函数型和非函数型变量之间的回归关系，进而用惩罚经验似然的方法对部分函数型线性回归模型进行变

量选择与统计推断，利用该方法能够识别出重要变量，并提高估计值的可解释性。  
本文主要研究下列部分函数线性模型，即 

( ) ( )1T
0

dY Z t X t tβ γ ε= + +∫                                  (1) 

在上述模型(1)中，Y 是定义在概率空间 ( ), ,B PΩ 上的实值响应变量，Z 是可观测的随机向量，且取

值于 pR ， ( )X t 是定义在 ( ), ,B PΩ 上的随机过程，且有 ( )( ) 0E X t = ， ( )2EX t < ∞，对任意的 t T∈ ，其所

有的样本函数都是T 上的平方可积的函数， ( ) ( )2X t L T∈ ； ( )tγ 是T 上的平方可积函数；ε 是随机误差，

期望为零，方差有限，且与 Z 和 X 是独立的； β 是回归系数。为方便起见，不妨假设 [ ]0,1T = 。 
经验似然方法是由 Owen [6] [7]最早提出的一种非参数似然估计的方法，在很多领域的实际问题中都

有广泛的应用。Owen [8]把经验似然的思想和方法应用到线性回归模型；Qin and Lawless [9]在 Owen 的

研究基础上给出了在一般情况下的经验似然估计方法，该方法要满足的条件是零值要在估计函数的凸包

内，此时经验似然比函数才有解；Tsao [10]指出在小样本下，有较高的概率零不在估计函数的凸包内；

Chen, Variyath and Abraham [11]提出了调整经验似然法，目的是确保了零值始终在估计函数凸包的内部，

保证估计方程有解。在解决实际问题中，部分函数线性模型的经验似然函数中的参数方程会有无解的情

况，基于以上研究，本文主要利用调整经验似然法研究部分函数模型中回归系数的估计问题。 
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2. 主要讨论 

由模型(1)产生的一组独立同分布的可观测随机样本，记为 ( ){ } 1
, ,

n
i i i i

Z X Y
=
， ( )iX t 为平方可积的协变

量轨道，即 

( ) ( )1T
0

di i i iY Z t X t tβ γ ε= + +∫                             (2.1) 

其中 iε 是相互独立的模型误差，且 ( ) 0iE ε = ， ( ) 2
iVar ε σ= < ∞， 1,2, ,i n=  。符号 ,⋅ ⋅ 和 ⋅ 分别表示

[ ]2 0,1L 空间的内积和范数，用 XK 表示随机过程 ( )X t 的协方差函数，若 XK 在T T× 上连续，Mercer’s 定

理证明 

( ) ( ) ( )
1

, ,X i i i
i

K s t s tλφ φ
∞

=

= ∑  

其中 ( ),i iλ φ 是协方差算子 XK 的成对的特征值和特征函数， 1 2λ λ≥ ≥，函数 1 2, ,φ φ 为平方可积空间

[ ]2 0,1L 的一组正交基。于是有 ( )X t 的 Karhunen-Loeve 表示为 

( ) ( )
1

i i
i

X t U tφ
∞

=

= ∑ ， 

其中 iU 是互不相关的，且它们的均值都为 0，方差分别为 iλ 。对于 2L 空间中的每一个函数都有 Karhunen-
Loeve 表达式，所以模型(2.1)式可以近似的表示为 

T

1
,

m

i i j i j i
j

Y Z Xβ γ φ ε
=

= + +∑                               (2.2) 

在(2.2)中 ,i jγ γ φ= ，m 足够大，在实际问题中，为了估计 β 和 ( )1, ,j j mγ =  ，我们必须找到φ的
替代估计 φ̂，基于此，我们考虑 ( )X t 的如下样本协方差阵 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 ˆ ˆ ˆˆ ,
n

X i i i i i
i i

K s t X s X t s t
n

λφ φ
∞

= =

= =∑ ∑  

其中 ( )ˆ ˆ,i iλ φ 是协方差算子 ˆ
XK 的成对的特征值和特征函数， 1 2

ˆ ˆ 0λ λ≥ ≥ ≥ 。 
根据胡玉萍等[2]的研究，记 ( ),i iλ φ 的估计为 ( )ˆ ˆ,i iλ φ ， 1,2, ,i m=  ，从而(2.2)式可以写为 

mY Z Uβ γ ε= + +                                    (2.3) 

其中 ( )T
1, , nY Y Y=  ， ( )T

1, , nZ Z Z=  ， { }
1 ,1

ˆ,m i j
i n j m

U X φ
≤ ≤ ≤ ≤

= ， ( )T
1, , mγ γ γ=  ， 

( )T
1, , nε ε ε=  。不妨先假定 β 是已知的，由最小二乘法可得 γ 的“伪估计”为 

( ) ( )
1T Tˆ m m mU U U Y Zγ β
−

= −                                (2.4) 

此时可得 

( ) ( )
1T T

m m m m m mY Z U U U U Y Z Z S Y S Zβ β β β
−

= + − = + −  

其中 ( ) 1T T
m m m m mS U U U U

−
= 。 

胡玉萍等用经验似然的方法研究部分函数模型(2.1)，为构造 β 的经验似然比函数，利用 Zhu and Xue 
[12]中运用 Plug-in 方法构造辅助随机变量的方法，引入了辅助随机变量 

( ) ( )( )TT ˆi i i i iZ Y Z Uη β β γ∗= − −  

其中
T

1̂
ˆ, , , ,i i i mU X Xφ φ∗  =   ， 1,2, ,i n=  。当 β 是真实参数时， ( )( ) ( )1iE oη β = ，这个无穷小的速

度对渐近结果的影响不大，几乎没有影响。 
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一般情况下的经验似然估计方法，该方法要满足的条件是零值要在估计函数的凸包内，此时经验似

然比函数才有解，但是当样本量较小时，有较高的概率零不在估计函数的凸包内，从而会产生经验似然

比函数无解的情况；为了解决这一问题，Chen, Variyath and Abraham 提出了调整经验似然法，确保了零

值始终在估计函数凸包的内部，保证估计方程有解。 
根据调整经验似然法的想法，在上述随机样本的假设前提下，再添加一个随机样本点 

( ) ( )1
1

,
n

n
n i

i

a
n

η β η β+
=

= − ∑  

其中
( )log

max 1,
2n

n
a

 
=  

 
。可构造回归系数 β 的调整经验似然比函数为 

( ) ( )
1 1 1

1 11
sup 1 : 0; 1; 0 .

n n n

i i i i i
i ii

AEL n p p p pβ η
+ + +

= ==

 = + ≥ = =    
∑ ∑∏  

用拉格朗日乘数法，可以计算得出在 ix 处的概率质量为 

( )( )T

1
1 1i

i

p
n λ η

=
+ +

 

其中 λ 满足下列方程 
1

T
1

0.
1

n
i

i i

η
λ η

+

=

=
+∑  

此外，相应的调整对数经验似然比函数为 

( )
1

T

1
log 1 .

n

i
i

AL β λ η
+

=

 = + ∑  

为了得到 ( )AL β 的渐近性质，需要以下条件： 
(1) 平方可积的随机函数 X 满足

4E X < ∞。 
(2) 对每个 j 都有 4 2

j jE U Cλ  ≤  ，其中 C 为不依赖于 n 的正的任意常数，C 每次出现可以取不同的值

(下同)。 
(3) 对特征值 jλ 都有

1 a a
jC j Cjλ− − −≤ ≤ ，

1
1

a
j j Cjλ λ − −

+− ≥ ， 1j ≥ ， 1a ≥ 。 

(4) 对于 jγ ，都有 b
j Cjγ −≤ ， 1j ≥ ，其中 1

2
ab > + 。 

(5) 对于调整参数 m ，假定 ( )1 2~ a bm n + 。 
(6) 对于随机向量 Z 满足

4
pRE Z < ∞， ( )1 2T

pRX X X= 是空间 pR 中向量的范数。 
(7) 对任意 k 都有

( ),
k

b a
Z X jK Cjφ − +≤ ， 1j ≥ 。 

(8) 令 

1

, ,
,ZX j ZX j

Z
j j

K K
B K

φ φ

λ

∞

=

= −∑  

kkB 为矩阵 B 的第 k 个对角元素，B 为正定阵。 
定理 2.1 假设条件(1)~(8)成立，如果 β 是参数真值，则 

( ) 22 L
pAL β χ→ ， 

其中 L→表示依分布收敛。 
根据定理 2.1 可构造基于调整经验似然方法的参数 β 的一个置信水平为 ( )100 1 %α− 的置信域为 
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( ) ( ){ }2: 2 1 .AL αβ β χ≤  

3. 定理的证明 

引理 1 假设条件(1)~(8)成立，如果 β 是参数真值，则有 

( ) ( ) ( )2

1
1 0, .

n
L

i
i

n N Bη β σ
=

→∑  

证明 根据胡玉萍等[2]在上述条件(1)~(8)都成立的条件下，若 β 是参数的真值。由 

( ) ( )( )TT ˆi i i i iZ Y Z Uη β β γ∗= − − ，有 

( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

TT
1 1 1

1
1 TT

TT
1

1T T T

T

T T

1 T

1 1

ˆ
1 1 , ,

ˆ

1 ˆ, ,

1

1

1

1 ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

n

i n
i

n n n

n

m m m m

m

m m

m

Y Z U

Z Z
n n

Y Z U

Z Y Z U U
n

Z Y Z U U U U Y Z
n

Z Y Z S Y Z
n

Z I S Y Z I S Z
n

BB Z I S Y nB
n
nB n B

β γ

η β

β γ

β γ

β β

β β

β

β

∗

=
∗

∗ ∗

−

−

− −

 − − 
 =
 
 − − 

 = − −  

 = − − −  

= − − −  

 = − − − 

 = − − 

=

∑  



( )T
mZ I S Y β − − 

 

由 Shin [13]可知 ( ) ( ) ( )2

1
1 0,

n
L

i
i

n N Bη β σ
=

→∑ . 

引理 2 假设条件(1)~(8)成立，如果 β 是参数真值，则有 

( ) ( )T 2

1

1 .
n

P
i i

i
B

n
η β η β σ

=

→∑  

证明 由上述假设有 

( ) ( )( )
( )

TT

1

1 1

1 1 1

ˆ

ˆ ˆˆ , ,
,ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,
,ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,
  ˆ ˆ

i i i i i

m ZX j i j
i i i

j j

m ZX j i j ZX j i j
i i

j jj j

m nZX j i j ZX j i j
i i i

j i jj j

Z Y Z U

K X
Z X

K X K X
Z X

K X K X
Z

A

η β β γ

φ φ
γ ε

λ

φ φ φ φ
γ

λ λ

φ φ φ φ
ε ε

λ λ

∗

=

∞

= =

∞

= = =

= − −

 
 = − +
 
 
  
  = − +
  
  

  
  − + −
  
  

≡

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

1 2 3 ,i i iA A+ +
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由此可知， 

( ) ( ) [ ]T T T T
1 2 3 1 2 3

1 1

T T T T
1 1 1 2 1 3 2 1

1
T T T

2 2 2 3 3 1

T T
3 2 3 3

1 2 9

1 1

1

n n

i i i i i i i i
i i

n

i i i i i i i i
i

i i i i i i

i i i i

A A A A A A
n n

A A A A A A A A
n
A A A A A A

A A A A

D D D

η β η β
= =

=

 = + + + + 

= + + +

+ + +

+ + 
≡ + + +

∑ ∑

∑



 

又 3
1

, ,i i ZX j i j j i
j

A Z K Xφ φ λ ε
∞

=

 
= − 
 

∑ ，且 13 23 3, , , nA A A 是独立的 

随机变量，
1

, , 0ZX j i j j
j

E Z K Xφ φ λ ε
∞

=

  
− =  

   
∑ ，并且有 

1

T

2

1 1

2

, ,

, , , ,

ZX j j

j j

ZX j j ZX j j

j jj j

K X
Var Z

K X K X
E Z Z

B

φ φ
ε

λ

φ φ φ φ
σ ε

λ λ

σ

∞

=

∞ ∞

= =

  
  −
    
   
   = − −
   
    

=

∑

∑ ∑  

根据大数定律可知 

T 2
7 3 3

1

1 .
n

P
i i

i
D A A B

n
σ

=

= →∑  

根据胡玉萍等[2]的讨论有， 1 2 3 4 5 6 7 9, , , , , , ,D D D D D D D D 均为 ( )1pO  
所以有 

( ) ( )T 2

1

1 n
P

i i
i

B
n

η β η β σ
=

→∑ . 

定理 2.1 的证明： 
根据胡玉萍等[2]的讨论有 

( ) ( )1

1

2max i pi n
o nη β

≤ ≤
= ， ( )1 2

PO nλ −= . 

记 ( )T
i iξ λ η β= ，

1

1 n

i
in

η η
=

= ∑ ， ( ) ( )T

1

1 n

i i
i

S
n

η β η β
=

= ∑  

则有 ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1
max 1i p p pi n

O n o n oξ −

≤ ≤
= = 。 

记 ( ) ( ) ( )2 T
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由引理 1 和引理 2 得， 
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定理得证。 

4. 结束语 

本文主要研究了部分函数线性模型回归系数的调整经验似然估计。通过构造回归系数的调整对数经

验似然比统计量，并证明了在一定条件下，该统计量渐近服从卡方分布。本研究在一定程度上完善了统

计学的相关理论，为实践研究提供一定的理论依据。 
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