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摘  要 

本文考虑线性回归模型在因变量存在缺失且回归系数存在线性约束下的岭估计，分别基于完整数据方法

和单一插补方法，构造了回归系数的约束岭估计，解决了线性回归模型在因变量缺失、自变量存在多重

共线性和回归系数存在线性约束这三种情况同时存在情形下的估计问题，给出了所提估计量的渐近性质。

最后通过数值模拟验证了所提方法的有效性。 
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Abstract 
This paper addresses ridge estimation in linear regression models when the dependent variable 
has missing values and the regression coefficients are subject to linear restrictions. Based on the 
complete data method and single imputation method, the corresponding restricted ridge estima-
tors for the regression coefficients are constructed. This approach resolves the estimation prob-
lem in linear regression models when three conditions coexist: missing dependent variables, mul-
ticollinearity, and linear restriction on regression coefficients. The asymptotic properties of the 
proposed estimators are given. Finally, some simulations are conducted to illustrate the proposed 
methods.  
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1. 引言 

变量之间关系的研究是统计学的核心任务之一，线性回归模型作为研究因变量与自变量关系的建模

方法是使用和得到研究最多的统计方法之一。关于线性回归模型的估计、假设检验以及变量选择等推断

方法都已经有了成熟的方法。考虑如下的线性回归模型 

 T ,  1,2, ,i i iY X i nβ ε= + =   (1) 

其中 iY 和 ( )T
1 2, , ,i i i iqX X X X=  是相应的因变量和自变量观测值，回归系数 ( )1 2, , , qβ β β β=  为未知待估

参数，误差 iε 满足独立同分布，有 ( ) 0i iE Xε = 和 ( ) 2
i iVar Xε σ= 。 

实际问题研究中，一方面由于测量或者无回答等原因，变量的观测值存在缺失是经常遇到的，如何

处理缺失数据一直受到研究者的关注。Little 和 Ruin (2002) [1]针对缺失数据的分析和建模做了详细的介

绍，Cheng (1994) [2]、Chu & Cheng (1995) [3]、杨徐佳等(2011) [4]、李静和安佰玲(2022) [5]和安佰玲等

(2013) [6]针对回归模型在因变量缺失下的统计推断问题提出了不同的方法。另一方面，当线性回归模型

的自变量之间存在较强的线性关系时，会遭遇到多重共线性问题，这一问题将影响模型的统计推断，比

如回归系数的最小二乘估计虽然依然是无偏估计，但估计量的方差很大，反映到具体的估计值上表现就

是回归系数的符号和预期相反，或者回归系数的绝对值偏大等。为了解决多重共线性，多种方法被提出，

其中一种得到广泛使用的方法是采用岭估计这一有偏估计方法，能降低估计量的均方误差。最后，使用

线性回归模型分析实际问题时，实际问题本身或者外部信息能够对于回归系数有一些额外信息或者要求，

这些信息或要求能够表现为回归系数的线性约束，因此我们需要在这些约束条件下构造模型的约束估计，

相关内容可参考 Rao 等(2008) [7]。 
本文主要研究线性回归模型(1)在上面提到的因变量存在缺失、自变量存在多重共线性和回归系数存

在线性约束这三种情形共同存在时的估计问题。首先考虑 iY 满足随机缺失机制，即有 

 ( ) ( )1 , 1P X Y P Xδ δ= = = 。 (2) 

其中变量δ 为缺失的标志， 1iδ = 表示 iY 的值可以被观测到没有缺失。 0iδ = 则表示 iY 值无法观测到存在

缺失。该缺失机制是缺失数据分析中常用的假设条件。 
针对缺失数据的处理，常用的方法有两类，一类完整数据法，该方法是删除掉因变量有缺失的观测

数据，只保留因变量和自变量都能观测到的完整观测数据。另外一类是插补方法，即利用插补技术补充

缺失的因变量，从而得到完整数据。使用较多的是单一插补方法，即对缺失值只提供一个插补值。 
假定模型系数的线性约束形式为 

 A bβ =  (3) 

其中 A 为 k q× 的已知矩阵，有 ( )rank A k= ，b 为 1k × 的已知向量。 
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杨徐佳等(2011) [4]基于完整数据方法和单一插补方法，研究了模型(1)存在因变量缺失下的估计和检

验，在此基础上安佰玲等(2013) [6]基于完整数据方法和单一插补方法讨论了模型的约束估计问题。李静

和安佰玲(2022) [5]讨论了因变量缺失下的岭估计。在这些结果的基础上，本文将考虑线性回归模型在因

变量缺失(2)和回归系数存在线性约束条件(3)的情况下的岭估计，目前还没有文献同时考虑这三种情况同

时存在。 
论文的第 2 节和第 3 节将分别讨论完整数据法和单一插补法下的回归系数的岭估计，并研究估计量

的渐近性质。第 4 节通过数值模拟考察所提估计量的表现。第 5 节是总结，定理的证明第 6 节给出。 

2. 完整数据约束岭估计 

本节基于完整数据技术构造回归系数的岭估计。 }{ 1
, ,

n
i i i i

Y Xδ
=
为来自模型(1)的观测数据，则有如下的

线性回归模型 

 T ,i i i i i iY Xδ δ β δ ε= + 1,2, , .i n=   (4) 

模型可写成如下的矩阵形式 

 Y X β ε= + ， (5) 

其中 ( )T
1 1 2 2, , , n nY Y Y Yδ δ δ=  ， ( )T

1 1 2 2, , , n nX X X Xδ δ δ=  ， ( )T
1 1 2 2, , , n nε δ ε δ ε δ ε=  。 

可得 β 基于完整数据方法的最小二乘估计 

 ( )
1

1T T T

1 1

ˆ
n n

C i i i i i i
i i

X X X Y X X X Yβ δ δ
−

−

= =

   = =   
   
∑ ∑ 。 (6) 

下面构造模型的约束条件下的岭估计，为了使用拉格朗日乘子法，构造如下的辅助函数 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T T
1 , 2F Y X Y X k A bβ λ β β β β λ β= − − + + −  (7) 

其中拉格朗日乘子 ( )T
1 2, , , kλ λ λ λ=  ，对辅助函数对 β 求偏导，并令它们等于 0，我们有 

( )1 T T T,
2 2 2 2 0

F
X Y X X k A

β λ
β β λ

β
∂

= − + + + =
∂

 

整理可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1T T T T T Tˆ
q q C qX X kI X Y X X kI A k X X kI Aβ λ β λ

− − −
= + − + = − +  (8) 

其中 ( ) ( ) 1T Tˆ
C qk X X kI X Yβ

−
= + 为回归系数基于完整数据方法的岭估计，其中的参数 k 为岭参数，主要用

来降低估计量的方差，在估计量的方差与偏误上达到平衡，其选择也是一个重要的问题。使用较多的方

法有岭迹图法，该方法将绘制每个回归系数的岭估计随着岭参数变化而变化的图像，根据变化趋势选择

k 值。广义交叉证实法是选择岭参数 k ，使得模型的预测误差达到最小。此外也可以使用 AIC 或 BIC 信

息准则选择岭参数。 
将式(8)带入到约束条件(3)中有 

( ) ( ) 1T Tˆ
C qA k A X X kI A bβ λ

−
− + =  

从而有 

 ( ) ( )
1T T ˆ

q CA X X kI A A k bλ β
−

+ = −  (9) 

由此求解可得 
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( ) ( )
11T T ˆ

q CA X X kI A A k bλ β
−−   = + −   

 

将其带入(8)式可得回归系数基于完整数据方法的约束岭估计为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆR

C C q q Ck k X X kI A A X X kI A A k bβ β β
−− −   = − + + −   

 

下面给出 ( )ˆ R
C kβ 的渐近性质。 

定理 1：如果第 6 节的假设条件成立， 

( )( ) ( )2 1ˆ 0,dR
Cn k Nβ β σ − − → Ω −∇ ， 

其中 ( )TE XXδΩ = ， ( ) 11 T 1 T 1A A A A
−− − −∇ = Ω Ω Ω 。 

定理 1 表明基于完整数据方法的约束岭估计的渐近性质与安佰玲等(2013) [6]构造的完整数据方法下

的约束估计量的渐近性质一样，类似结果在杨徐佳等(2011) [4]中也存在。此外由 

( ) 11 T 1 T 1A A A A
−− − −∇ = Ω Ω Ω 是一非负定阵，从而考虑了约束条件的岭估计 ( )ˆ R

C kβ 比不考虑约束条件的岭

估计 ( )ˆ
C kβ 更有效。 

3. 单一插补约束岭估计 

完整数据方法只利用了因变量和自变量都能观测的完整数据，对于因变量缺失的观测数据被舍弃，

这样会造成信息的损失，插补方法能够弥补这一问题，下面我们使用单一插补方法。基于上一节得到的

完整数据最小二乘估计 ˆ
Cβ ，定义如下新的因变量 

 ( )* T ˆ1i i i i i CY Y Xδ δ β= + −  (10) 

显然，如果 iY 存在缺失即 0iδ = 时，有 * T ˆ
i i CY X β= ；如果 iY 能观测到不存在缺失即 1iδ = 时有 *

i iY Y= 。

所以单一插补方法就是利用 T ˆ
i CX β 插补缺失的因变量。 

基于单一插补方法，我们能够得到完整数据集 ( )*

1
,

n

i i i
Y X

=
，因此有如下的线性回归模型 

 * T ,  1, 2, ,i i iY X e i nβ= + =   (11) 

其中 ( )* T ˆ1i i i i i cY Y Xδ δ β= + − 。 
从而可以得到 β 的单一插补最小二乘估计 

 
1

T *

1 1

ˆ
n n

I i i i i
i i

X X X Yβ
−

= =

   =    
   
∑ ∑ 。 (12) 

和第 2 节完整数据方法下约束岭估计的构造一样，定义如下辅助函数 

( ) ( ) ( ) ( )
T* * T T

2 , 2F Y X Y X k A bβ λ β β β β λ β= − − + + −  

其中 ( )T
1 2, , , kλ λ λ λ=  为 k 维 Lagrange 乘子。经过同第 2 节类似的计算，我们可得回归系数的单一插补

约束岭估计 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆR

I I q q Ik k X X kI A A X X kI A A k bβ β β
−− −   = − + + −   

 (13) 

其中 ( ) ( ) 1T T *ˆ
I qk X X kI X Yβ

−
= + 为单一插补岭估计。 

下面给出 ( )ˆ R
I kβ 的渐近性质。 

定理 2：如果第 6 节的假设条件成立， 
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( )( ) ( ) ( )( )T2 1ˆ 0,dR
I q qn k N I D I Dβ β σ −− → − Ω − ， 

其中， ( )TE XXδΩ = ， ( )TE XXΣ = ， ( ) 11 T 1 TD A A A A
−− −= Σ Σ 。 

4. 数值模拟 

对于前面提出的估计方法，下面将通过模拟考察其在有限样本下的表现。类似于李静和安佰玲(2022) 
[5]，考虑如下线性回归模型 

 1 1 2 2 ,  1,2, ,i i i iy x x i nβ β ε= + + =   (14) 

根据 McDonald 和 Galerneau (1975) [8]的方法，自变量的产生满足 

( )1 22
31 , 1,2, , ; 1,2ij ij ix i n jρ ω ρω= − + = =

 

其中 ijω 是独立的标准正态随机数，ρ 是和自变量间相关性程度有关的参数，值越大共线性程度越高，我

们分别取 0.90,0.99,0.999ρ = 。考虑因变量的缺失机制为 

( ) ( )1 1 2 2 1 21 , 0.8 0.2i i i ip x x x x x xδ∆ = = = = = + +  

当 1 2 1i ix x+ ≤ 时；否则等于0.9。回归系数 ( )1 2,β β 的真实值为 ( )1,2 ，约束条件为 1 2 3β β+ = 。为了

考察模型误差的分布对结果的影响， iε 设定为服从如下的正态分布和均匀分布： 
1) ( )20,0.5i Nε  ，2) ( )3 2, 3 2i Uε − 。 
基于上面设定的缺失机制和误差分布，样本量 n 分别取 80、120 和 150 三种情况，针对每种设置重

复 500 次，计算 ( )1 2,β β 基于完整数据方法的估计(C)和岭估计(C-R)以及约束岭估计(C-RR)，单一插补方

法的估计(I)和岭估计(I-R)以及约束岭估计(I-RR)，岭估计是基于 R 软件 MASS package 里的 lm.ridge 函

数，其中 k 的选取使用广义交证实法。定义估计量的均方误差(EMSE)， 

( ) ( )
500 2 2* *

1 1

1
500 kj j

k j
EMSE β β β

= =

= −∑∑  

其中 *
kjβ 是参数 jβ 的第 k 次重复时的估计值，模拟结果见表 1。 

 
Table 1. EMSEs of the estimators 
表 1. 不同估计量的 MSE 

ρ β 
n = 80 n = 120 n = 150 

Norma Uniform Norma Uniform Norma Uniform 

0.9 

C 0.02085 0.02018 0.01282 0.01431 0.01057 0.01118 

C-R 0.02127 0.02050 0.01294 0.01440 0.01075 0.01128 

C-RR 0.01905 0.01792 0.01146 0.01325 0.00946 0.01016 

I 0.01983 0.01944 0.0136 0.01229 0.01039 0.01161 

I-R 0.01995 0.01972 0.01375 0.01234 0.01045 0.01165 

I-RR 0.01786 0.01741 0.01231 0.01091 0.00922 0.01039 

0.99 

C 0.20353 0.17547 0.11556 0.12122 0.09744 0.09247 

C-R 0.19755 0.18609 0.12523 0.12606 0.10663 0.10530 

C-RR 0.19574 0.18151 0.12177 0.12445 0.10550 0.10327 
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续表 

 

I 0.17558 0.16661 0.12201 0.11196 0.09702 0.08874 

I-R 0.17829 0.16703 0.12538 0.12080 0.10572 0.09835 

I-RR 0.17597 0.16248 0.12321 0.11850 0.10337 0.09665 

0.999 

C 1.83416 1.73764 1.27806 1.25512 0.84510 0.92589 

C-R 0.91743 0.92136 0.73756 0.67787 0.53972 0.56895 

C-RR 0.91347 0.90863 0.72577 0.66948 0.53600 0.56720 

I 1.74610 1.77163 1.04350 1.31280 1.03791 1.06673 

I-R 0.91200 0.96482 0.65461 0.82088 0.67332 0.68824 

I-RR 0.89931 0.93615 0.65021 0.81719 0.67137 0.68773 

 
从模拟结果可以看出：1) 随着样本量的增大，这些估计量的均方误差值大都在变小，与理论性质相

一致。2) 随着 ρ 的增加，多重共线性越严重，完整方法和单一插补方法下岭估计表现都优于一般估计，

约束岭估计的表现优于岭估计。3) 完整数据方法和单一插补方法相比，由于单一插补方法充分利用了数

据信息，在 ρ 为0.9和0.99时单一插补的估计表现优于完整数据方法对应的估计。4) 误差分布对这几类估

计的影响很小。 

5. 总结 

作为最为常用的统计方法之一，线性回归模型在分析实际问题时经常会遇到因变量缺失、自变量具

有多重共线性和回归系数有附加的约束条件这三种情形，本文主要研究这三种情况都存在时回归系数的

估计问题，分别构造了基于完整数据方法和单一插补方法下的约束岭估计，并研究了所提估计量的渐近

性质，通过数值模拟考察了所提估计方法的有效性。研究结果为实际工作者提供了科学的统计分析方法。 

6. 定理的证明 

在给出定理的证明之前，我们先给出下面条件。 
条件 1： ( )TE XXΣ = 和 ( )TE XXδΩ = 为正定矩阵。 

条件 2： ( ) 0E Xε = ， ( )3E Xε < ∞。 

条件 3：岭参数 nk k= ，满足 0Pnk
n
→ 。 

引理 1：在上面的条件成立时，我们有 

T T

1 1

1 1,  .
n n

P P
i i i i i

i i
X X X X

n n
δ

= =

→Ω →Σ∑ ∑  

证明：该引理的证明可由大数定律直接得到。 
引理 2：如果第 6 节的假设条件成立，基于完整数据方法和单一插补方法的岭估计是渐近正态的，有 

( )( ) ( )2 1ˆ 0,dn k Nβ β σ −− → Ω ， 

其中 ( )ˆ kβ 为 ( )ˆ
c kβ 或 ( )ˆ

I kβ 。 
证明：该引理即为李静和安佰玲(2022) [5]中的定理 1 和定理 2。 
定理 1：证明：由 ( )ˆ

c kβ 的定义， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆR

C C q q Ck k X X kI A A X X kI A A k bβ β β
−− −   = − + + −   

 

由条件 3 和引理 1 可得 
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从而有 

( )
11 1T T

1T T 1 T 1 Tq q PX X kI X X kI
A A A A A A A A

n n

−− −
−− −

    + +  →Ω Ω           
 

由引理 2 和多元正态分布理论可得 

( )( ) 2ˆ 0,dR
Cn k Nβ β σ − → Φ   

其中 
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因此定理 1 成立。 
定理 2 的证明和定理 1 类似，在此省略。 
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