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摘  要 

积分是连接微积分与概率论的重要工具，在连续型随机现象的研究中具有核心作用。本文围绕积分在概

率论中的应用展开系统梳理：从概率密度函数、分布函数、期望与方差等基本概念出发，阐述了积分在

描述概率分布、计算随机变量特征数及处理多维联合分布中的关键作用。在理论介绍的基础上，通过一

维与多维随机变量的典型实例，展示积分在求解参数、计算区间概率、推导分布函数、获得边缘密度和

条件密度等方面的具体应用过程。研究表明，积分不仅是连续型概率模型的基础工具，也是理解随机规

律、构建统计分析方法的重要途径。本文的讨论为进一步开展概率论学习与应用提供了参考。 
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Abstract 
Integration serves as a fundamental bridge between calculus and probability theory, playing a cen-
tral role in the study of continuous random phenomena. This paper provides a systematic review of 
the applications of integrals in probability theory. Starting from the basic concepts of probability 
density functions, distribution functions, expectations, and variances, it illustrates how integrals are 
used to describe probability distributions, compute characteristics of random variables, and handle 
multidimensional joint distributions. Based on the theoretical framework, various examples of one-
dimensional and multidimensional random variables are presented to demonstrate the use of 
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integration in parameter determination, interval probability calculation, distribution function der-
ivation, and the acquisition of marginal and conditional densities. The study shows that integration 
is not only the foundation of continuous probability models but also an essential tool for understand-
ing random behavior and constructing statistical analysis methods. This discussion provides a use-
ful reference for further learning and application of probability theory. 

 
Keywords 
Probability Theory, Integral, Probability Density Function, Expectation, Random Variable 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

随着数学的发展，积分在概率论中的应用越来越广泛，积分是微积分的一个关键组成部分。本节中

就研究背景、内容以及意义进行介绍。 

1.1. 研究背景 

概率论与微积分是数学的 2 个不同分支，概率论是研究随机现象统计规律的一门数学科学，微积分

即采用极限这一工具对函数进行了很好的研究，微积分思想不仅贯穿于高等数学的整个学习当中，同时

也是构建概率论大厦的基石[1]。概率论及其研究对象是随机事件及其发生的可能性。随机变量和随机过

程在概率论中扮演重要角色，它们描述了随机事件所遵循的规律[2]。然而，在实际问题中，我们往往需

要对随机变量进行量化分析，计算其期望、方差等数学特征，这就需要引入积分的概念。 
积分在概率论中的应用的研究背景可以追溯到 17世纪的概率论的发展以及 19世纪的积分学的建立。

随着时间的推移，概率论和积分学逐渐融合，为统计学和数学的交叉领域提供了丰富的研究内容和方法。 
在数学和统计学领域，研究人员致力于开发新的积分方法，以更好地解决概率论中的复杂问题，如

随机过程的统计特性、随机变量的积分表示等。专家们在研究随机过程和随机微分方程时广泛使用积分

方法。他们利用积分形式来表示随机微分方程的解，探索随机过程的性质和行为，并研究它们的长时间

行为和极限行为。在统计学中，积分方法被广泛应用于贝叶斯统计推断。研究者们利用积分来计算后验

分布和边缘分布，从而进行参数估计、模型比较和预测。在非参数统计学中，积分方法被用于估计密度

函数、分布函数和相关函数等。 
在当代，随着计算机技术的发展，数值积分在概率论中的应用也变得日益重要。数值积分可以帮助

研究人员处理复杂的概率模型和大规模的数据，为实际问题的求解提供了有效的途径。 
从更为抽象和严谨的理论角度看，积分在概率论中的引入并不仅仅是一种计算工具，而是建立在测

度论基础之上的核心概念。现代概率论通常以测度论作为公理化基础，将概率视为定义在样本空间上的

一种特殊测度。在这一框架下，随机变量被视为可测函数，而其分布则由概率测度所刻画。对于连续型

随机变量，常见的概率密度函数并非概率本身，而是概率测度相对于勒贝格测度的“密度”。这一思想

由拉东–尼科迪姆定理严格刻画，该定理保证了在适当条件下，概率测度可以表示为某一非负可积函数

关于勒贝格测度的积分形式。由此，概率、期望等概念本质上均可统一为对可测函数的积分运算。这一

测度论视角不仅为概率论提供了坚实的理论基础，也使积分在概率论中的应用具有了更深层的数学内涵，

为随机过程、随机分析以及现代统计理论的发展奠定了重要基础。 
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综上所述，积分在概率论中的应用的研究背景可以追溯到数百年前的概率论和积分学的发展，随着

时间的推移和数学理论的深化，积分在概率论中的应用也逐渐得到了丰富和深化。 

1.2. 研究内容 

本文对积分在概率论中的应用进行综述，包括其基本概念、原理和方法，并给出了具体例题进行分析。 
首先介绍概率密度函数和概率分布函数的定义性质。然后，通过对概率密度函数的积分，推导和计

算随机变量的概率分布函数。其次，介绍期望和方差的定义和计算方法。详细介绍了概率密度函数和概

率分布函数的定义和性质。并探讨积分在计算这些统计量中所起的作用。我们还将研究多维随机变量的积

分，介绍如何计算描述随机过程的平均性和离散性至关重要的统计量，如多维随机变量的期望、方差等。 
概率论作为数学的一个重要分支，旨在研究随机现象背后的规律和概率分布。而积分作为数学中的

基本工具之一，也在概率论中发挥着重要作用[3]。本文将探讨积分在概率论中的各种应用，并对相关研

究进行综述和总结。 

1.3. 研究意义 

积分作为微积分的重要概念，被广泛应用于概率论中。积分不仅是微积分的一个重要组成部分，也

是概率论中描述随机现象的重要工具。积分作为一种度量工具，能够精确地描述随机事件的概率分布及

其相关性质。 
在概率论中，深入研究积分在概率论中的应用，可以帮助我们更好地理解随机现象的本质，从而对

实际问题中的随机现象进行更准确的建模和预测，通过分析随机变量的性质来帮助我们对除此以外的随

机现象有更好的认识。积分方法往往是一些复杂的概率分布或随机过程中的有效解题方法之一，因此深

入研究积分在概率理论中的应用，对概率论和统计学的发展具有重要的促进作用。 
因此，深入研究积分在概率论中的应用不仅可以加深我们对概率论的理解，还能够为各个领域的实

际问题提供解决方案，推动相关领域的发展和进步。 
此外，积分还可以用来分析统计量，如随机变量的期望值、方差、协方差等。因此，研究积分在概率

论中的应用具有重要的理论意义和实际应用价值。 

2. 基本概念和理论 

在概率论中，概率密度函数(PDF)、概率分布函数(CDF)以及期望和方差是基本概念。这些概念在概

率论和统计学中都有广泛的应用，用于描述和分析随机变量的行为和性质。 

2.1. 概率分布函数和概率密度函数的定义和性质 

随机变量是概率论当中十分重要、核心的概念。随机变量的本质是一个实值函数，该函数可以将样

本空间中的每一个样本点都对应映射到数轴上。 

2.1.1. 定义 
1) 概率分布函数的定义 
取得有限个值的则称为离散型随机变量； 
区间 ( ),a b 所有值都能被取到，则称为连续型随机变量。 
本文讨论的是积分在概率论中的应用，所以下文讨论的都是连续型随机变量。为了描述随机变量的

概率分布，引进了分布函数的概念[4]。 
定义 2.1 [5]设 X 是一个随机变量，对任意实数 x ，称 
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 ( ) ( )F x P X x= ≤  (2.1) 

为随机变量 X 的分布函数。且称 X 服从 ( )f x ，记为 ( )~X F x 。 
由定义可见，任何随机变量 X 都有与之对应的分布函数存在。 
2) 概率密度函数的定义 
对于连续随机变量，它可以告诉我们某一数值在给定的取值范围内出现的相对可能性大小，通过概

率密度函数可以计算一些重要的统计量，如均值、方差、分位数等，通过对随机变量取值范围上的概率

密度大小，从而更好地了解和分析数据的特点。此外，概率密度函数也为我们在实际应用中提供了概率

计算和推断的依据，这些函数在假设检验、置信区间估计和预测分析等方面发挥了重要作用。 
定义 2.2 [6]设随机变量 X 的分布函数为 ( )F x ，如果存在实数轴上的一个非负可积函数 ( )p x ，使得

对任意实数 x 有 

 ( ) ( )dx
F x p t t

−∞
= ∫  (2.2) 

则称 ( )p x 为 X 的概率密度函数，简称为密度函数或密度。同时称 X 为连续随机变量，称 ( )F x 为连

续分布函数。 
概率密度函数的图形面积也被称为该范围的累积分布函数。在统计学中，我们经常使用概率密度函

数来进行数据建模和推断，通过概率密度函数来计算事件的概率。此外，概率密度函数也被广泛应用在

模型的训练和推断过程中。 

2.1.2. 性质 
1) 概率分布函数的性质 
任一分布函数 ( )F x 都具有如下三条基本性质： 
① 非降性：分布函数是一个不减函数。 
② 有界性：分布函数的值域在 0 到 1 之间。 
③ 右连续性：分布函数是右连续函数。 
成为分布函数必须具备的条件是：根据上述三种性质判断一个函数能否成为分布函数。 
2) 概率密度函数的性质 
概率密度函数的性质包括以下四点： 
① 非负性：对于所有的概率密度函数的取值，都大于零。即 ( ) 0F x ≥ 。 
② 规范性：概率密度函数在整个定义域的积分为 1。 
③ 连续型随机变量取特定值的概率为 0。 

④ { } ( )db

a
P a x b f x x< < = ∫ 。 

这些性质是理解概率密度函数在概率论中的基础。 

2.2. 连续型随机变量的期望和方差 

期望和方差在概率论中扮演着重要的角色，因为它们提供了对随机变量分布的关键性描述和性质的

度量。 

2.2.1. 期望 
连续型随机变量的期望表示了一个随机变量的平均值，它是对该变量在所有可能取值上的加权平均。

例如：随机变量服从均匀分布，则其期望值等于取值范围的中点。许多常见的连续型随机变量都有已知

的期望值，例如正态分布、指数分布和伽玛分布等。 
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期望是一个随机变量的中心趋势的度量，它代表着在一系列观察中这个随机变量的平均值。期望可

以用来描述随机变量的平均特征。期望是一种重要的统计量。期望是一种重要的统计量。 
总之，期望既具有理论上的重要性，又具有广泛的实际应用价值，作为统计学和概率论中的一个重

要概念。 

2.2.2. 方差 
方差是衡量其取值的离散程度的指标，方差大，随机变量的取值波动大，方差小，值起伏不是很大。 
标准差是方差的平方根便于解释数据的分布特征，方差具有非负性质，即方差不会小于零，当仅恒

定随机变量时，方差为零，在正态分布中，方差决定了分布的形状，即方差越大，分布越分散；方差具有

非负性质，即方差不小于零，方差不小于零方差越小，就会越集中地分布。 
方差用于分析和描述数据的波动性，以及评估模型的准确性和稳定性，在统计学、金融学、工程学

等领域有广泛的应用。 

3. 积分在概率论中的应用 

微积分是研究极限、微分学、积分学和无穷级数等的一个数学分支，是一门研究变化的学问。研究

函数的局部变化情况。不定积分指的是微积分中的分运算。定积分是计算一个函数在某一区域中相加的

结果[7]。 

3.1. 概率密度函数的积分求概率分布函数 

要计算概率密度函数的积分以获得概率分布函数，你可以将概率密度函数从负无穷积分到变量的值。

这将给出累积概率直到该值。 
定义 3.1 [8]假设概率密度函数为 ( )f x ，那么概率分布函数 ( )F x 的计算公式如下所示： 

 ( ) ( )d ,
x

F x f t t
−∞

= ∫  (3.1) 

其中 ( )F x 表示在 x 处以下的累计概率， ( )f x 表示概率密度函数。 
在概率论和统计学中，它们是描述和分析连续型随机变量概率分布的非常重要的工具，这两个函数之间

关系密切，可以通过概率密度函数推导出概率分布函数，也可以通过概率分布函数推导出概率密度函数。 

3.2. 随机变量的期望和方差的积分计算方法 

连续型随机变量的期望与方差可以通过公式计算。 

3.2.1. 期望计算方法 
计算连续性随机变量的期望通常使用积分。计算公式如下： 

 ( ) ( )d .E x xf x x
∞

−∞
= ∫  (3.2) 

这个积分表示 x 乘以其概率密度函数 ( )f x 在整个实数轴上进行积分。期望可以理解为权重于随机变

量在每个取值上取值的概率(composition)的随机变量 x 在所有可能取值上的加权平均。 
期望(Expression)是对随机变量提供有关随机变量平均值信息的中心位置的度量。 
当计算连续性随机变量的期望时，有几点需要注意： 
① 积分范围：积分范围通常是整个定义域，但有时也可以是特定的区间，具体取决于问题的要求。 

② 随机变量的函数：要计算的是某个函数关于随机变量的期望，使用函数的形式进行积分。即若有

函数 ( )g x ，则期望可以表示为： 

https://doi.org/10.12677/sa.2026.151007


王科皓 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2026.151007 71 统计学与应用 
 

 ( )( ) ( ) ( )d .E g x g x f x x
∞

−∞
= ∫  (3.3) 

3.2.2. 方差计算方法 
计算连续性随机变量的方差也需要使用积分。方差的计算公式如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 d ,Var X E X x f x xµ µ
∞

−∞
 = − = −  ∫  (3.4) 

其中， u 是随机变量的期望(均值)， ( )f x 是随机变量的概率密度函数。这个积分表示随机变量取值与其

期望的偏差的平方的加权平均值。 
上述公式计算较为复杂，在实际应用中我们更常使用方差的性质进行计算： 

 ( ) ( ) ( ) 22 ,Var x E x E x= −     (3.5) 

根据期望的性质易证明[9]。 
方差是用来衡量随机变量的变异程度的重要统计量，它在数据分析和建模中经常被使用。 

3.3. 多维随机变量及联合分布 

对于二维连续性随机变量而言，在计算过程中主要利用到的是二重积分的计算。设二维随机变量

( ),X Y 的分布函数为 ( ),F X Y ，如果存在非负函数 ( ),f x y ，对于任意实数 ,x y ， 

 ( ) ( ), , d d ,
x y

F x y f u v u v
−∞ −∞

= ∫ ∫  (3.6) 

则称 ( ),X Y 为二维随机变量。称 ( ),f x y 为 ( ),X Y 的联合密度函数。 
多维随机变量是指具有多个随机分量，通常表示为 ( )1 2, , , nx x x 的随机变量，可以用它们来描述多

个随机特征同时存在的情况，例如在多个统计分析领域，机器学习和信号处理。 
在概率论和统计学中，研究多维随机变量及其联合分布的性质和特征是非常重要的。它们为数据分

析、推断和建模提供了基础，也为许多实际问题的解决提供了有力工具。 

联合密度函数的性质 
边缘密度函数是指在多维随机变量的联合密度函数中，为了得到单个或部分随机变量的密度函数而

对某一个或多个随机变量进行积分。 
1) 边缘密度函数 
从联合密度函数中可以求得各个边缘分布的密度数。对于二维随机变量 ( ),X Y ，其边缘密度函数为： 

 ( ) ( ), d ,xP x p x y y x
∞

−∞
= −∞ < < ∞∫  (3.7) 

称为 X 的边际密度函数，称 

 ( ) ( ), d ,yP y p x y x y
∞

−∞
= −∞ < < ∞∫  (3.8) 

为Y 的边际密度函数。 
边缘密度函数描述多维随机变量中某一个或几个变量的概率分布而不考虑其他变量的取值，它是由

提供单一随机变量信息而不涉及其他随机变量信息的边缘密度函数在概率论和统计学中非常重要的，通

过多维随机变量的联合密度函数对其他变量进行积分而得到的。这些边缘密度函数可以用来计算期望，

方差，以及各种概率计算单个变量(regency computing)。 
在实际应用中，特别是在处理多个变量之间的关系时，边缘密度函数常被用来分析多维随机变量的

特性。 
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2) 连续型随机变量的条件分布 
对一切 ( ) 0YP y > ，给定Y y= 条件下 X 的条件密度函数和条件分布函数分别为 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
, ,

| , | | d d .
x x

Y Y

p x y p u y
P x y F x y p u y u u

p y p y−∞ −∞
= = =∫ ∫  (3.9) 

条件分布函数是在已知的某一条件下在给定某一条件下的分布函数，如：给定一个人的年龄，条件

分布函数可以描述其身高的概率分布；或者给出一个患者的病症，条件分布函数可以描述出他患某种疾

病的概率分布，比如这样的情况。 
这些性质是联合密度函数的基本特征，有助于我们理解和分析多维随机变量的分布特征。根据以上

的两种性质，下文将给出相关的例题进行分析。 

4. 实例分析 

概率论中大部分的问题都可以通过微积分的方法来进行处理分析。概率论中涉及到连续性随机变量

的问题几乎都要使用积分，因而积分计算在概率中显得尤为重要[10]。 
本文主要讨论积分在概率论中的应用。以下给出一些具体问题并进行分析。 

4.1. 单变量函数的积分在概率论中的应用 

对于一维连续型随机变量，计算其相关问题常用的是一重积分。针对不同的问题进行具体分析，下

面给出一些例题及其分析过程。 

4.1.1. 通过性质求解未知参数 
在实际学习中，经常遇到一类问题：题目给出一个含未知参数的概率密度函数(概率分布函数)，需要

通过概率密度函数的性质进行求解未知参数，例如： 
例 1 设随机变量 X 的概率密度函数为 

( )
2e , 0,

0, 0,

xa xf x
x

− ≥
= 

<
 

其中 a 为常数，试求 a 。 

分析：规范性密度函数的重要性质，说明由于概率的总和必须是 1。所以在整个定义域中概率密度函

数的积分为 1。已知 X 为一随机变量，那么 X 必然满足规范性。所以可以通过对题中所给的概率密度在

定义域上积分结果为 1 这一条件来求解未知常数 a 。 
解：由 

 ( )d 1,f x x
∞

−∞
=∫  (4.1) 

代入原题已知条件，当 0x < 时，积分为 0；当 0x ≥ 时，积分下限为 0，上限为无穷， ( ) 2e xf x a −= ，即由

2
0

e d 1xa x
∞ − =∫ 可得 2a = 。 

对于这类问题，关键在于列出积分等式。值得注意的是，对于有着不同定义域的函数，要具体分段讨论，

对各部分进行全定义域上的积分并各部分相加结果为 1，构成全定 a 义域的积分，最后求解出所求未知参数。 

4.1.2. 通过单变量函数的积分求解区间上的概率 
实际学习中，也经常遇到这样一类问题：题目给出一个概率密度函数(概率分布函数)和一个(定义域

上的)区间，要求计算已知概率密度函数(概率分布函数)在该区间上的概率，继续引用例 1 中的概率密度
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函数，例如： 
例 2 [11]设 X 的概率密度函数为 

( )
22e , 0,

0, 0,

x xf x
x

− ≥
= 

<
 

试求 ( )0.5p x > 。 
分析：上文总结概率密度函数的性质时， 

 { } ( )db

a
P a x b f x x< < = ∫  (4.2) 

作为一条十分关键性质，它可以被用来解决这一类问题。 
解：已知 X 为一随机变量，且在 0x > 时， ( ) 22e xf x −= ，题目中求 ( )0.5p x > 的值，可以转换成问题：

( ) 22e xf x −= 在 0.5x > 上的积分，即： 

( ) 2
0.5

10.5 2e d .
e

xp x x
∞ −> = =∫  

对于这类问题，关键在与列出积分式。需要注意的是，针对于不同的积分区域要选择相对应的概率

密度函数进行积分运算，对于包含密度函数的不同分段区间的积分区域，要分段进行分析，逐段计算并

求和，即可得出所求区域内的总概率。本题中， 0.5x > 属于 0x ≥ 的范围内，所以直接对 ( ) 22e xf x −= 进

行积分即可。 

4.1.3. 通过积分方法求概率分布函数 
从概率密度函数与概率分布函数的定义出发，可以发现通过概率分布函数分别对每段定义域上的函

数进行求导，即可得出对应的概率密度函数。对于这个性质，也可以反推出概率密度函数在每段上的变

上限积分即为对应的概率分布函数。但在实际求解中，常会犯一些错误。下文将给出例题与常见错解并

分析纠正错解。 
例 3 设随机变量 X 的概率密度函数为 

( )
1 ,0 1,

1,1 2,
0, ,

x x
f x x x

− ≤ <
= − ≤ <

 其他

 

求分布函数 ( )F x 。 
常见错解： 

当 0x < 时， ( ) ( )d 0
x

F x f x x
−∞

= =∫ ； 

当 0 1x≤ < 时， ( ) 1

0

10 1 d
2

F x x x= + − =∫ ； 

当1 2x≤ < 时， ( ) 2

1

1 1d 1
2

F x x x= + − =∫ ； 

当 2 x≤ 时， ( )
2

1 0d 1F x x
∞

= + =∫ ， 

于是 X 的分布函数 ( )

0, 0,
1 ,0 1,
2
1,1 2,
1,2 .

x

xF x
x
x

≤


≤ <= 
 ≤ <
 ≤

 

错误解析：从题目中可以看出，当 x 属于 0 1x≤ < ，1 2x≤ < ， 2 x≤ 时， ( )F x 为一个分段函数。而
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错误之处就在于将 ( )dx
f x x

−∞∫ 拆成若干个部分之和时，直接对整段区间进行积分再进行相加，这并不是

正确的做法。产生该错误可能是因为如下原因：没有充分理解概率分布函数的定义： 

 ( ) ( ).F x P X x= ≤  (4.3) 

即其直观意义是求随机变量 ( ], x−∞ 的概率。 
需要在无穷区间上对进 x 行积分，由于 ( )F x 为一分段函数，所以需要将 ( )dx

f x x
−∞∫ 拆成若干个积分

之和。要注意的是在 x 已经遍及过的区间内，要对对应的函数进行整段积分，而最后一个积分要求是 x 的
变上限积分，再加上前面已经遍及过的部分，才是正确计算概率分布函数的方法。特别的，由于不定积

分中会存在常数 C，所以要结合概率分布函数的右连续性进行确定常数。 
解：对分段函数每段进行不定积分：当 0x < 时， ( ) 0F x = ； 

当 0 1x≤ < 时， ( ) ( ) 2
0

10 1 d
2

x
F x x x x x= + − = −∫ ； 

当1 2x≤ < 时，再根据概率分布函数的右连续性， 

( ) ( ) ( )1 2
0 1

10 1 d 1 d 1;
2

x
F x x x x x x x= + − + − = − +∫ ∫  

当 2 x≤ 时， ( ) 1F x = 。 
综上可得出正确的概率分布函数： 

( )
2

2

0, 0,
1 ,0 1,
2

1 1,1 2,
2
1,2 .

x

x x x
F x

x x x

x

≤

 − ≤ <
= 
 − + ≤ <

 ≤

 

在解决该类问题的过程中，可以结合图形来进行直观理解概率分布函数的定义。对于求解过程中的最

后一个积分的部分，要关注它是一个变上限积分，即积分上限是 x ，而不是它所位于的定义域的右端点。 

4.1.4. 通过单变量函数的积分求一维随机变量的期望与方差 
例 4 设随机变量 X 的密度函数为 

( )
1 , 1 0,
1 ,0 1,
0, ,

x x
f x x x

+ − < ≤
= − < ≤

 其他

 

试求期望 ( )E x 和方差 ( )Var x 。 
分析：求随机变量的期望与方差最关键的就是知道该随机变量的概率密度函数，若已知的是分布函

数，需要计算出密度函数再由期望与方差的计算公式求解。本题中已知密度函数，所以只需要用上文提

到的期望与方差的计算式进行计算即可。 

 ( ) ( ) ( ) 22 .Var x E x E x= −     (4.4) 

 ( ) ( )d .E x xf x x
∞

−∞
= ∫  (4.5) 

( ) ( ) ( )0 12 2 2
1 0

1 1 11 d 1 d ;
12 12 6

E X x x x x x x
−

= + + − = + =∫ ∫  

所以 
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( ) ( ) ( ) 22 2 1 .
6

Var X E X E X = − =   

只要知道了期望的计算方法，通过方差的性质可以方便地计算方差，使用方差的原本定义式计算起

来较为复杂。 
例 5 设随机变量 X 的密度函数为 

( )
2 ,0 1,

0, ,
a bx x

f x
 + ≤ ≤= 
 其他

 

如果 ( ) 2
3

E x = ，求 a 和 b 。 

解析：通过对已知条件的分析，并考虑随机变量概率密度函数的各种性质，联立方程组求解随机变 

量中未知常数的求解的具体思路。本题中， ( ) 2
3

E x = 是求解的关键已知条件，但存在 A、B 两个未知数， 

已知一个条件不能求解两个未知数，此时可联想到上文例 1 中提到的概率密度中的一个关键性质：概率

密度函数的归一性。将两个条件列出等式，联立求解 A、B 即可。 

解：由 ( )1 2
0

d 1a bx x+ =∫ 得 

1 1.
3

a b+ =  

又由 ( ) ( )1 2
0

2 d
3

E X x a bx x= = +∫ 得 

1 1 2 .
2 4 3

a b+ =  

联立上述两式，可得
1 , 2
3

a b= = 。 

4.1.5. 通过单变量函数的积分求二维随机变量的边际密度函数 
例 6 设随机变量 ( ),X Y 的联合密度函数为 

( ) e ,0 ,
,

0,

y x y
p x y

− < <= 
 其他,

 

求边际密度函数 ( )xP x 和 ( )YP y 。 

解：当 0x > 时，有 ( ) e d ey x
X x

P x y
∞ − −= =∫ ，所以边际密度函数为 

( ) e ,0 ,
0, ,

y

X
x y

p x
− < <= 

 其他
 

当 0y > 时，有 ( )
0

e d e
y y y

YP y y y− −= =∫ ，所以边际密度函数为 

( ) e , 0,
0, .

y

Y
y y

p y
− >= 

 其他
 

根据上文提到的计算方法，可以容易计算出边际密度函数。边际密度函数的思想简化复杂的问题，

在二维随机变量中，对另一个变量进行积分，例如，我想求 x 的边缘密度函数，只需要对 y 在全域上进行

积分即可求出，反之类似。 
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4.2. 多变量函数的积分在概率论中的应用 

在计算多维随机变量的特征数时，经常使用多个积分。联合概率密度函数在二维随机变量的情况下，

二重积分可以计算概率密度函数值，该函数值在给定区域内，用于分析两个变量之间的关系，以及它们

联合概率分布在一定区域内。 
联合累积分布函数是两个随机变量的联合概率密度函数的积分，表示两个变量在给定区域内的联合

概率。通过二重积分，可以计算给定区域内的联合累积分布函数值，用于计算概率或进行区域概率的计

算。通过二重积分，可以计算给定区域内的联合累积分布函数值。通过二重积分，可以计算给定区域内

的联合累积分布函数值 
通过合理地使用二重积分技术，可以深入研究随机变量之间的关系，分析复杂的概率问题，并从中

得到有价值的结论和洞见。 

4.2.1. 通过多变量函数的积分计算二维随机变量的特征数 
例 7 [12]设二维随机变量 ( ),X Y 的联合密度函数为 

( )
26 ,0 1,0 2,

, 7 2
0, ,

xyx x y
p x y

  + < < < <  =  

 其他

 

求 X 与Y 的协方差。 
解：先求 X 与Y 的期望与方差。 

( ) 1 2 2
0 0

6 5d d ;
7 2 7

xyE X x x y x = + = 
 ∫ ∫  

( ) 1 2 2
0 0

6 8d d ;
7 2 7

xyE Y y x y x = + = 
 ∫ ∫  

( ) 1 22 2 2
0 0

6 39d d ;
7 2 70

xyE X x x y x = + = 
 ∫ ∫  

( ) 1 22 2 2
0 0

6 34d d .
7 2 21

xyE Y y x y x = + = 
 ∫ ∫  

所以依据上文的方差计算公式： 

( ) ( )
2 239 5 23 34 8 46, ,

70 7 490 21 7 147
Var X Var Y   = − = = − =   

   
 

又因为 

( ) 1 2 2
0 0

6 17d d ,
7 2 21

xyE XY xy x y x = + = 
 ∫ ∫  

所以 X 与Y 的协方差为 

( ) ( ) ( ) ( ) 17 5 8 1, .
21 7 7 147

Cov X Y E XY E X E Y= − = − × = −  

本题中先使用二重积分计算了 X 、Y 和 XY 的期望，再计算出 X 与Y 的方差，最后通过协方差的公

式计算出 X 与Y 的协方差。 
条件分布函数在很多领域都有广泛的应用，包括统计学、机器学习、模式识别、信号处理等。在这
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些领域，通过分析数据的条件分布可以做出推断、预测或者决策。 

4.2.2. 通过多变量函数的积分求二维随机变量的条件分布的概率 
例 8 已知随机变量Y 的密度函数为 

45 ,0 1,
( )

0, ,Y
y y

p y
 < <= 
 其他

 

在给定Y y= 条件下，随机变量 X 的条件密度函数为 

( )
2

3

3 ,0 1,
|

0, .

x x y
p x y y


< < <= 


 其他

 

求概率 ( )0.5p x > 。 
解：因为 

( ) ( ) ( )
215 ,0 1,

, |
0,Y

x y x y
p x y p y p x y

 < < <= = 
 其他.

 

所以 

( ) ( )1 1 12 2 2
0.5 0.5

15 470.5 15 d d 1 d
2 64x

p X x y y x x x x> = = − =∫ ∫ ∫ . 

5. 结论 

微积分是研究函数的微分、积分以及有关概念和应用的数学分支．微积分是建立在实数、函数和极

限的基础上的．极限和微积分的概念可以追溯到古代[13]。 
微积分广泛应用于物理学各领域，如概率论，统计学，物理学，工程学，物体的加速度、速度、位移

等关系，以及复杂的物理场问题的求解，经济学上可以用微积分来建立和分析经济模型，解决优化问题，

经济学上可以用微积分来描述物体的加速度，以及生产函数的边际分析题、效用函数与成本函数、供求

曲线的弹性计算等对市场行为的认识等等，都是可以通过微积分的方式来求解的。在有一些特殊特殊函

数中也可应用，通过微积分中的特殊函数来在概率论中体现，也能够得到广泛的应用，在函数的借用过

程中都能够通过概率论来得到分布[14]。 
从物理学到工程学，从经济学到生物学，二重积分都扮演着关键的角色，为理解和解决实际问题提

供了强有力的工具[15]。数学和物理学是相通的，很多的数学问题具有物理背景，而很多的物理问题也需

要数学工具来解决[16]。 
本文也存在以下不足之处：积分不仅在概率论中发挥着重要作用，在统计学中的参数估计和假设检

验等统计推断中也扮演着关键的角色，本文没有对统计学中的具体作用进行研究说明。例如在统计学当

中，通过构建似然函数或方差函数，并利用积分技术对其进行优化或计算，我们可以得到最大似然估计

值、最小均方误差估计值等参数估计量，从而进行更准确的数据分析和预测。同时，积分还能够帮助我

们推导出各种假设检验的统计量，如 t 检验、F 检验等，用于检验样本数据是否符合某些假设，从而进行

科学的决策和推断。积分的使用远不止本文中的研究，希望研究人员继续探究积分在概率论以及更多相

关学科中的应用。 
综上所述，本文通过对积分在概率论中的多个应用进行详细探讨，展示了积分在统计学和概率论中

的重要性和广泛应用价值。这些应用不仅对理论研究具有重要意义，还在实际问题的建模、分析和解决
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中发挥着关键作用，为推动科学技术的发展和社会进步提供了有力支持。 
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