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摘  要 

论文针对李国安老师提出的“指数分布抽样基本定理”进行了讨论分析，简化了原文献中结论的相关证

明，并修正了原文献中一些错误。论文最后通过两参数指数分布与三参数威布尔分布总体说明“指数分

布抽样分布基本定理”的应用。 
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Abstract 
This paper discusses and analyzes the “Basic Theorem of Exponential Distribution Sampling” pro-
posed by Professor Li Guoan. It simplifies the relevant proofs of the conclusions in original litera-
ture and corrects some errors in this literature. Finally, the paper illustrates the application of the 
theorem using the two-parameter exponential distribution and the three-parameter Weibull distri-
bution populations. 
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1. 引言 

李国安老师在文献[1]-[3]中提出并证明了所谓的“指数分布抽样基本定理”，另外还在文献[4]中又增

加了两个结论。事实上，文献[1]-[4]中所言的“指数分布抽样基本定理”，其实早在几十年前都已经被人

发现，而且更为全面，具体可查阅文献[5]-[7]，这些结论也并已写入各类可靠性数学、可靠性统计的教科

书中，例如文献[8]。国内最早写入概率论与数理统计教科书中的是魏宗舒先生，见文献[9]中的第 9 章第

4 节。文献[10]将更加全面的结论写入了概率论与数理统计教材。由此可以看到文献[1]-[4]仅仅是将原有

的部分结果给予的一个名称而已(称其为“指数分布抽样基本定理”)，文献[1]-[3]中关于“指数分布抽样

基本定理”的证明都是没必要给出的，再者，文献[4]中所谓增加的两个结果中关于 ( )nX X− 的密度函数

是错误的，并由此其定理 3.3 中涉及 ( )nX X− 的数学期望与方差也都是错的。需要指出的是，其所谓的

“指数分布抽样基本定理”是不全面的，最为核心的部分没有给出，并由此造成文献[4]中的许多推导过

于复杂，影响论文的可读性。另外，指数分布有许多特别的性质，具体可查阅文献[11] [12]。 

2. 指数分布总体次序统计量的分布 

设总体 X 服从参数为θ 的指数分布 ( )Exp 1 θ ，其分布函数与密度函数分别为： 

( ) 1 e xF x θ−= − ， ( ) 1 e , 0, 0xf x xθ θ
θ

−= > >  

而 1 2, , , nX X X 是来自总体 X 的容量为 n 的一个简单随机样本，其次序统计量记为 

( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 。 
关于指数分布总体次序统计量的分布，最核心的结论是如下定理 1 与定理 2，证明可见文献[5]-[11]，

将定理 1 与定理 2 称为“指数分布抽样基本定理”比较合适，因为这两个定理是指数分布统计推断的基

础。而利用定理 1 与定理 2 可以深入研究涉及指数分布的诸多问题，具体可见文献[13]-[20]。 
定理 1：设 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 ( )~ Exp 1X θ 的一个容量为 n 的前 n 个次序统计量，记

( ) ( ) ( )( )11
, 1, 2, ,

i i
i

n i X X
Y i n

θ
−− + −

= =  ，其中 ( )0 0X = ，则 1 2, , , nY Y Y 相互独立，且同服从标准指数分布

( )Exp 1 。 

定理 2：设总体 ( )~ Exp 1X θ ， ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 X 的容量为 n 的前 n 个次序统计量，

则 ( ) ( )1k kX X+ − ， ( ) ( )2k kX X+ − ，， ( ) ( )n kX X− 是来自指数分布总体 ( )Exp 1 θ 样本容量为 n k− 的前 n k−
个次序统计量。 

由文献[10] [11]可知如下定理 3： 
定理 3：设 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 ( )~ Exp 1X θ 的一个容量为 n 的前 n 个次序统计量，则(1) 

( ) ( )1 , 1, 2, ,k kX X k n−− =   (其中 ( )0 0X = )的数学期望与方差为： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/sa.2026.153058
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


陈宣戈 等 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2026.153058 94 统计学与应用 
 

( ) ( )( )1 1k kE X X
n k

θ
−− =

− +
， ( ) ( )( )

( )

2

1 21k kD X X
n k

θ
−− =

− +
 

(2) ( )1X 与 ( ) ( )1 , 2,3, ,kX X k n− =  独立，且 

( )( )
1

1
1

k

k
i

E X
n i

θ
=

=
− +∑ ， ( )( )

( )
2

2
1

1
1

k

k
i

D X
n i

θ
=

=
− +

∑  

对1 j k n≤ ≤ ≤ 有： ( ) ( )( ) ( )( )
( )

2
2

1

1cov ,
1

j

j k j
i

X X D X
n i

θ
=

= =
− +

∑  

注：文献[4]中由于没有很好地利用定理 3 的结论，所以其论文中的定理 3.1 和定理 3.2 的计算比较

复杂。 
文献[1]-[3]给出所谓的“指数分布抽样基本定理”见如下定理 4： 
定理 4：设 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 ( )~ Exp 1X θ 的一个容量为 n 的前 n 个次序统计量，则(1) 

( ) ( )1 2
2

~ 2
nX

χ
θ

；(2) 
( )( )

( )( )1 2
2

~ 2 1
n X X

nχ
θ

−
− ；(3) ( )1X X− 与 ( )1X 相互独立。 

证明：文献[1]-[3]都给出了定理 3 的证明，下面利用定理 1 给出证明。事实上， 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1 1

1
n n n

i i i i
i i i

X X n i X X −
= = =

= = − + −∑ ∑ ∑  

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 1
1 2 2

2 2 2 1 ~ 2 1
n n n

ii i i
i i i

n X X
X nX n i X X Y nχ

θ θ θ −
= = =

−  = − = − + − = − 
 
∑ ∑ ∑  

又
( ) ( )1 2

1

2
2 ~ 2

nX
Y χ

θ
= ，于是 ( )1X 与 ( )1X X− 相互独立。                                      

文献[4]又将上述的“指数分布抽样基本定理”补充了两个结论，即如下定理 5： 
定理 5：设 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 ( )~ Exp 1X θ 的一个容量为 n 的前 n 个次序统计量，则(1) 

( ) ( )1 2
2

~ 2
nX

χ
θ

，
( )( )

( )( )1 2
2

~ 2 1
n X X

nχ
θ

−
− ， ( )1X X− 与 ( )1X 相互独立； 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 ln 1 exp ~ 2nX X
n χ

θ

 −  
− − − −      

，且 ( )1X 与 ( ) ( )1nX X− 相互独立；(3) ( )1X 与 ( )nX X− 相互独

立，且 ( )nX X− 的密度函数为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

22

1 2
0

1 1 1 1
1 exp , 0

1n

nn
k k

nX X n
k

n k n n k z
f z C z

n kn θθ

−−

−− −
=

 − − − − +
= − − > 

− −  
∑  

注：值得指出的是，关于定理 5 文献[4]给出的证明比较复杂，而且所给出的 ( )nX X− 的密度函数是

错误的，又由于文献[4]的定理 3.3 中利用了 ( )nX X− 的密度函数求取 ( )nX X− 的数学期望与方差，所以其

得到的 ( )nX X− 的数学期望与方差也是错误的。 
下面首先给出定理 5 (2)及 ( )1X 与 ( )nX X− 相互独立的证明。事实上， 

由于 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1

2 2 2

11
1 1

n n ni i i
n i i

i i i

n i X X Y
X X X X

n i n i
θ θ

θ
−

−
= = =

− + −
− = − = =

− + − +∑ ∑ ∑  

则 ( )1X 与 ( ) ( )1nX X− 相互独立。 
记 ( ) ( )1n nD X X= − ，由文献[10]可知 nD 的密度函数为： 

https://doi.org/10.12677/sa.2026.153058


陈宣戈 等 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2026.153058 95 统计学与应用 
 

( ) ( ) 21 1 e e , 0
n

ny y
D

nf y yθ θ

θ
−− −−

= − >  

进而 nD 的分布函数为： ( ) ( ) 1
1 e , 0

n

ny
DF y yθ −−= − >  

由此 ( ) ( )22 ln ~ 2
nD nF D χ− ，即 ( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 ln 1 exp ~ 2nX X

n χ
θ

 −  
− − − −      

 

又 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
2 2

1 1
n n

n n i i i i
i i

X X X X X X X X n i X X
n− −

= =

− = − − − = − − − + −∑ ∑  

         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1
1

2 2

11 1 11 1
1

n n i i
i i

i i

n i X Xn i n iX X
n n n i

θ
θ

−

−
= =

− + −− + − +   = − − = −    − +   
∑ ∑  

         
2

1 11
1

n

i
i

n i Y
n n i

θ
=

− + = −  − + 
∑  

则 ( )1X 与 ( )nX X− 相互独立。                                                                 
下面说明定理 5 中关于 ( )nX X− 的密度函数表达式是不正确的。 

不失一般性，假设 1θ = ，记
1 11 , 2,3, ,

1i
n ia i n

n n i
− + = − =  − + 


，并记 i i iZ a Y= ， 

2,3, ,i n=  ， ( )3

3

2
i

i
Z X X Z

=

= − = ∑ ，由于 2 3, , , nY Y Y 相互独立，且均服从标准指数分布 ( )Exp 1 ，进而

2 3, , , nZ Z Z 也相互独立，且 ( )~ Exp 1 , 2,3, ,i iZ a i n=   

当 3n = 时， 2 3
1 1 1 1 2, 1
2 3 6 3 3

a a= − = = − = ，此时，对 0z >   

( ) ( )

( )

( )

( )

2 3 32 2

2 32 2

2 3 232 2

2 3 232

32

2 3 2 30
2 3

20
2

1 1
2 20 0

2 2

1 1
20

2 2 3 2 3

2 3

2 3 2

0

1 1e d e d

1 e 1 e d

1 1e d e e d

1 1 1 11 e e e d
1 1

11 e e 1

z z z az a
Z

z z z az a

z z a a zz az a

z a a zz az a

z az a

z
F z P Z Z z z z

a a

z
a

z z
a a

z
a a a a a

a a
a a a

− −−

− −−

− −−−

− −−−

−−

= + ≤ =

 = − 

= −

 
= − − − −  

= − −
−

∫

∫

∫ ∫

∫

∫

( )2 3

32 2

32

1 1

3 3

3 2 3 2

32

3 2 3 2

e

1 e e e

1 e e

a a z

z az a z a

z az a

a a
a a a a

aa
a a a a

− −

−− −

−−

 − 

= − − +
− −

= + −
− −

 

( ) 32 3 2 6

3 2 3 2

1 1e e 2e 2ez az a z z
Zf z

a a a a
−− − −= − + = −

− −
 

而文献[4]中给出了 3n = 时 ( )3X X− 的密度函数为 ( ) z 44 4e e
3 3

z
Zf z − −= − ，这显然是不正确的。下面首

先给出参数不等的相互独立的指数分布之和的密度函数，其次可得到 ( )nX X− 的密度函数。 

定理 6 [11]：设随机变量 1 2, , , nY Y Y 相互独立，且 ( )~ Exp 1 , 1,2, ,i iY i nθ =  ， 1 2, , , nθ θ θ 都不相等，

https://doi.org/10.12677/sa.2026.153058


陈宣戈 等 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2026.153058 96 统计学与应用 
 

记
1

i
i

n
Z Y

=

= ∑ ， ( )
1

, 1, , 1
n

k
i n n

k i i

C
θ

θ θ
θ

−

≠

 
= − 

 
∏ ，则 Z 的分布函数为： 

( ) ( ), 1
1

1 , , e , 0i
n

z
Z i n n

i
F z C zθθ θ −

=

= − >∑ 
 

定理 7：设 ( ) ( ) ( )1 2 nX X X≤ ≤ ≤ 是来自总体 ( )~ Exp 1X θ 的一个容量为 n 的前 n 个次序统计量，则

( )nX X− 的密度函数为： 

( )
( ) ( ) ( )

1

, 1 1 1
1

1 1 , , e , 0i

n

n
z

i n nX X
i i

f z C zθθθ θ
θ θ

−
−

− −−
=

= >∑   

其中 1
1, 1, 2, , 1i ib i nθ −
+= = − ， 1 1 11 , 2,3, ,

1j
n jb j n

n n j
− − + = − =  − + 

  

( )
11

, 1 1 1, , 1 , 1, 2, , 1
n

k
i n n

k i i

C i n
θ

θ θ
θ

−
−

− −
≠

 
= − = − 

 
∏   

证明：记
( ) ( ) ( )( )1 1

1 1 1, 1 , 2,3, ,
1

i i
i i

n i X X n iY b i n
n n iθ

− −
− + − − + = = − =  − + 

  

则                        ( )

2 2

1 11
1

n nn i
i

i i i

X X Yn i Y
n n i bθ = =

− − + = − =  − + 
∑ ∑  

记 11
1

1

, , 1, 2, , 1i
i i i

i

Y
Z b i n

b
θ −+

+
+

= = = − ，则 1 2 1, , , nZ Z Z − 相互独立，且 

( )~ Exp 1 , 1,2, ,i iZ i nθ =   

令
( ) 1

1

nn
i

i

X X
Z Z

θ

−

=

−
= = ∑ ，则由定理 6 可知 Z 的密度函数为： 

( ) ( )
1

, 1 1 1
1

1 , , e , 0i
n

z
Z i n n

i i

f z C zθθ θ
θ

−
−

− −
=

= >∑   

进而 ( )nX X− 的密度函数为：
( )

( ) ( ) ( )
1

, 1 1 1
1

1 1 , , e , 0i

n

n
z

i n nX X
i i

f z C zθθθ θ
θ θ

−
−

− −−
=

= >∑                         

3. 应用 

例 1：设 ( ) ( ) ( )1 2, , , rX X X 为来自两参数指数分布总体 ( )~ Exp ,1X µ θ 的容量为 n 的前 r 个次序统计

量， X 的分布函数 ( )F x 与密度函数分别为： 

( ) ( ) 11 exp , exp , ,0 , 0x xF x f x xµ µ µ µ θ
θ θ θ
− −   = − − = − ≥ ≤ < +∞ >   

   
 

(1) 求参数 ,µ θ 的极大似然估计，并考察估计量的性质；(2) 求参数 ,µ θ 的置信水平1 α− 的区间估计。 
解：记次序统计量为 ( ) ( ) ( )1 2 rX X X≤ ≤ ≤ ，次序观察值为 ( ) ( ) ( )1 2 rx x x≤ ≤ ≤ . 

(1) 似然函数为： ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

! 1, exp exp
!

r i r

i

x xnL n r
n r

µ µ
µ θ

θ θ θ=

 −  −   
= − ⋅ − −     −        

∏  

                      
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

! 1 1exp
!

r

i rr
i

n x n r x
n r

µ µ
θθ =

  
= − − + − −  −   

∑  
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( ) ( ) ( ) ( )

1

! 1 1exp
!

r

i rr
i

n x n r x n
n r

µ
θ θθ =

  
= − + − +  −   

∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

! 1ln , ln ln
!

r

i r
i

nL r x n r x n
n r

µµ θ θ
θ θ=

 
= − − + − + −  

∑  

( )ln ,
0

L nµ θ
µ θ

∂
= >

∂
 

即似然函数 ( ),L µ θ 对 µ 严格单调增加，考虑到 ( ) ( ) ( )1 2 rx x xµ ≤ ≤ ≤ ≤  
于是 µ 的极大似然估计为：                 ( )1ˆ Xµ =  

又                      
( )

( ) ( ) ( )2 2
1

ln , 1 r

i r
i

L r x n r x n
µ θ µ
θ θ θ θ=

∂  
= − + + − − ∂  

∑  

( )( )
( ) ( ) ( )

( )1 1
2 2

1

ln , 1 r

i r
i

L x xr x n r x n
θ

θ θ θ θ=

∂  
= − + + − − ∂  

∑  

令
( )( )1ln ,

0
L x θ

θ

∂
=

∂
，得如下方程： ( ) ( ) ( )

( )1
2 2

1

1 0
r

i r
i

xr x n r x n
θ θ θ=

 
− + + − − = 

 
∑  

从中可解得参数θ 的极大似然估计为： ( ) ( ) ( ) ( )1
1

ˆ 1 r

i r
i

X n r X nX
r

θ
=

 
= + − − 

 
∑  

记 ( )
( ) , 1, 2, ,i

i

X
Y i n

µ

θ

−
= =  ，则 ( ) ( ) ( )1 2 rY Y Y≤ ≤ ≤ 与标准指数分布 ( )Exp 1 总体容量为 n 的前 r 个次序统

计量同分布。 
又                               ( ) ( ) , 1, 2, ,i iX Y i rµ θ= + =   

易知 ( ) ( )1 ~ ExpY n ，则               ( )( ) ( )( )1 1 2

1 1,E Y D Y
n n

= =  

由此         ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

1 1 2, lim , , liˆ ˆ ˆ ˆm 0
n n

E E X E D D X D
n n
θ θµ µ µ µ µ µ

→+∞ →+∞
= = + = = = =  

即 µ̂ 为参数 µ 的近似无偏与相合估计。 

记 ( )0 0Y = ，注意到：           ( ) ( ) ( ) ( )1
1

ˆ
r

i r
i

Y n r Y nY
r
θθ

=

 
= + − − 

 
∑  

                               ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1

1
r

i i
i

n i Y Y nY
r
θ

−
=

 
= − + − − 

 
∑  

                               ( ) ( ) ( )( )1
2

1
r

i i
i

n i Y Y
r
θ

−
=

= − + −∑  

由定理 1 知： ( ) ( ) ( )( )11 , 1, 2, ,i in i Y Y i r−− + − =  相互独立且同服从 ( )Exp 1  
进而知： ( ) ( ) ( )( )12 1 , 1,2, ,i in i Y Y i r−− + − =  相互独立且同服从 ( )2 2χ  

则                       ( ) ( ) ( ) ( )( )1
2

12 1
2

ˆ
r

i i
i

rE E n i Y Y
r r
θθ θ−

=

− = − + − = ∑  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
12 2

2

12 1
4

ˆ
r

i i
i

rD D n i Y Y
r r
θθ θ−

=

− = − + − = ∑  

当 ,n r 很大时， θ̂ 为参数θ 的近似无偏与相合估计。 
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欲使 1̂
ˆcθ θ= 为θ 的无偏估计，即 ( )1̂E θ θ= ， ( ) ( )1̂

ˆ 1rE cE c
r

θ θ θ θ−
= = = ，取

1
rc

r
=

−
 

( ) ( )
( )

2 2
2

1 2 2

1
11

ˆ ˆ r rD D c
rrr
θθ θ θ−

= = =
−−

 

当 ,n r 很大时， 1̂θ 为参数θ 的无偏与相合估计。 

(2) 由于 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1

2 2

22 1 1 ~ 2 1
r r

i i i i
i i

n i Y Y n i X X rχ
θ− −

= =

− + − = − + − −∑ ∑  

给定置信水平1 α− ，有： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1 2 21

2

22 1 1 2 1 1
r

i i
i

P r n i X X rα αχ χ α
θ− −

=

 
− ≤ − + − ≤ − = − 

 
∑  

进而得θ 的置信水平1 α− 的置信区间为： 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1
2 2

2 2
2 1 2

2 1 2 1
,

2 1 2 1

r r

i i i i
i i

n i X X n i X X

r rα αχ χ

− −
= =

−

 
− + − − + − 

 
− − 

  

∑ ∑
 

记 ( )0 0X = ，取定 , 1, 2, , 1k k r= − ，通常可取
2
rk  =   

 

则             ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1

1 1

22 1 1 ~ 2
k k

i i i i
i i

n i Y Y n i X X n kµ χ
θ− −

= =

 
− + − = − + − − 

 
∑ ∑  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1 1

1 1

22 1 1 ~ 2
r r

i i i i
i k i k

n i Y Y n i X X r kχ
θ− −

= + = +

− + − = − + − −∑ ∑  

进而                     
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
1

1

1
1

1
~ 2 ,2

1

k

i i
i
r

i i
i k

n i Y Y
r k F k r k

k n i Y Y

−
=

−
= +

− + −
−

−
− + −

∑

∑
 

即                     
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1
1

1
1

1
~ 2 ,2

1

k

i i
i

r

i i
i k

n i X X n
r k F k r k

k n i X X

µ−
=

−
= +

− + − −
−

−
− + −

∑

∑
 

给定置信水平1 α− ，有： 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1
1

1 /2 2

1
1

1
2 ,2 2 ,2 1

1

k

i i
i

r

i i
i k

n i X X n
r kP F k r k F k r k

k n i X X
α α

µ
α

−
=

−

−
= +

 
− + − − − − ≤ ≤ − = −

 − + − 
 

∑

∑
 

进而 µ 的置信水平1 α− 的置信区间为 [ ]1 2ˆ , ˆµ µ 。 
其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 1
1 1

1 1 2 ,2 1ˆ
k r

i i i i
i i k

kn i X X F k r k n i X X
n r k αµ − −

= = +

 
= − + − − − − + − − 

∑ ∑  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 21 1
1 1

1 1 2 ,2 1ˆ
k r

i i i i
i i k

kn i X X F k r k n i X X
n r k αµ −− −

= = +

 
= − + − − − − + − − 

∑ ∑  
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引理[11]：设两个相互独立的随机变量 ( ) ( )2 2
1 1 2 2~ , ~X n X nχ χ ，记 2 2

1
1 1

X nY
X n

= ， 2 1 2Y X X= + ，则

( ) ( )22 2
1 2 1 2 1 2

1 1

~ , , ~X nY F n n Y n n
X n

χ= + ，且 1Y 与 2Y 相互独立。 

例 2：设 ( ) ( ) ( )1 2, , , rX X X 为来自三参数威布尔分布总体 X 的容量为 n 的前 r  ( 5 r n≤ ≤ )次序统计量，

X 的分布函数为： ( ) 1 exp
m

xF x µ
β

  −
= − −  

   
， 0x µ≥ ≥ ， 0β > ， 0m > 。记

m
XY µ
β

 −
=  
 

， 

( )
( ) , 1, 2, ,

m
i

i

X
Y i r

µ

β

− 
= =  
 

 ，以及 ( )0X µ= ， ( )0 0Y = ，
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
2 1

3 1

ln ln

ln ln

X X
T

X X
µ

µ µ

µ µ

− − −
=

− − −
， 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1
4

,

1
1

1

3 1

k m m

i i
i

m r m m

i i
i k

n i X X
r kT
k n i X X

µ

µ µ

µ µ

−
=

−
= +

 − + − − − −  =
−  − + − − −  

∑

∑
， ( ) ( )( ) ( )( ), , 1

4

2 1
r m m

m i im
i

T n i X Xµ β µ µ
β −

=

 = − + − − −  ∑ ，

其中 4 1k r≤ ≤ − ，则有如下结论：(1) ( ) ( )2 1ln lnY Y− 与 ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1

1
2 1 ~ 2

r

i i
i

n i Y Y rχ−
=

− + −∑ 相互独立；(2) Tµ

为枢轴量， ( ) ( )( ), ~ 2 3 ,2mT F k r kµ − − ， ( )( )2
, , ~ 2 3mT rµ β χ − ，且 , , ,, ,m mT T Tµ µ µ β 三者相互独立。 

证明：(1) 易见 ( )~ Exp 1Y ，而 ( ) ( ) ( )1 2 rY Y Y≤ ≤ ≤ 与标准指数分布 ( )Exp 1 总体容量为 n 的前 r 个次序

统计量同分布。由定理 1 知： 

( ) ( ) ( )( )11 , 1, 2, ,i in i Y Y i r−− + − =  相互独立且同服从 ( )Exp 1  

( ) ( ) ( )( )12 1 , 1,2, ,i in i Y Y i r−− + − =  相互独立且同服从 ( )2 2χ  

由引理知： ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 2 12 1 ~ 4nY n Y Y χ + − −  ，

( ) ( )

( )
( )2 1

1

1 ~ 2,2
Y Yn F

n Y

−−
，且两者相互独立。 

又                             ( ) ( )
( ) ( )

( )

2 1
2 1

1

ln ln ln 1
Y Y

Y Y
Y

 −
 − = +
 
 

 

则 ( ) ( )2 1ln lnY Y− 与 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 12 1nY n Y Y + − − 相互独立。 

又 ( ) ( )2 1ln lnY Y− 与 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
1

3
2 1 ~ 2 2

r

i i
i

n i Y Y rχ−
=

− + − −∑ 相互独立。 

记 ( ) ( )1 2 1ln lnZ Y Y= − ， ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 2 12 1Z nY n Y Y = + − − ， ( ) ( ) ( )( )3 1
3

2 1
r

i i
i

Z n i Y Y −
=

= − + −∑  

对 1 2 3, , 0z z z−∞ < < +∞ > 有： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

, , ,

,

P Z z Z z Z z P Z z Z z Z z

P Z z Z z P Z z

P Z z P Z z P Z z

≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤



 

则 1 2 3, ,Z Z Z 三者相互独立，进而 1Z 与 2 3Z Z+ 也相互独立，即有： ( ) ( )2 1ln lnY Y− 与 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1

1
2 1 ~ 2

r

i i
i

n i Y Y rχ−
=

− + −∑ 相互独立。 
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(2) 又 ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1

3 13 1

ln ln ln ln

ln lnln ln

X X Y Y
T

Y YX X
µ

µ µ

µ µ

− − − −
= =

−− − −
，易见其为枢轴量。 

取定 , 4 1k k r≤ ≤ − ，通常可取
4

2
rk + =   

 

则有：              ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2
1

4

2 1 ~ 2 3
k m m

i im
i

n i X X kµ µ χ
β −

=

 − + − − − −  ∑  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2
1

1

2 1 ~ 2
r m m

i im
i k

n i X X r kµ µ χ
β −

= +

 − + − − − −  ∑  

并有：

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
1

4
,

1
1

1
~ 2 3 ,2

3 1

k m m

i i
i

m r m m

i i
i k

n i X X
r kT F k r k
k n i X X

µ

µ µ

µ µ

−
=

−
= +

 − + − − − −  = − −
−  − + − − −  

∑

∑
与 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2
, , 1

4

2 1 ~ 2 3
r m m

m i im
i

T n i X X rµ β µ µ χ
β −

=

 = − + − − − −  ∑ 相互独立。 

记 1 2 , 3 , ,, ,m mZ T Z T Z Tµ µ µ β= = = ，对 1 2 30 1, , 0z z z< < > 有： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

, , ,

,

P Z z Z z Z z P Z z Z z Z z

P Z z P Z z Z z

P Z z P Z z P Z z

≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤

= ≤ ≤ ≤



 

则 1 2 3, ,Z Z Z 三者相互独立。                                                                  

4. 结论 

针对文献[1]-[4]中所提出的“指数分布抽样基本定理”进行了评说与完善，认为将其称为“基本定

理”并不合适，真正对指数分布的统计推断起关键作用的是定理 1 及定理 2，同时简化了文献[4]中结论

的相关证明，并修正了文献[4]中的一些错误。论文最后通过两参数指数分布与三参数威布尔分布总体说

明“指数分布抽样分布基本定理”的应用。 
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