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摘  要 

接触界面应力分布的优化在摩擦接触系统设计中具有重要意义，其核心问题在于协调应力均匀化与摩擦

演化之间的相互作用。针对传统模型中摩擦行为与应力分布相互独立的不足，本文提出一种全局耦合摩

擦模型，将摩擦系数表示为平均接触应力的函数，从而建立摩擦状态与整体应力水平之间的耦合关系。

在此基础上，构建了一类同时包含应力均匀化机制、摩擦风险调节机制和名义载荷约束惩罚项的接触应

力优化模型，并揭示了各组成部分之间的权衡关系。由于摩擦项依赖平均应力，模型通过平均应力引入

全局耦合效应，使目标函数呈现非可分的非凸结构。针对该问题，本文设计了动态正则近端梯度算法进

行求解，并结合模型结构讨论了其收敛性质。数值结果表明，所提出模型能够有效刻画摩擦–应力耦合

关系，所设计算法能够改善接触应力分布，降低局部峰值，并在优化精度、峰值控制和分布均匀性方面

表现出较好的综合性能。 
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Abstract 
The optimization of contact stress distribution plays an important role in the design of frictional contact 
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systems, where the key issue lies in coordinating the interaction between stress uniformity and friction 
evolution. To address the limitation of traditional models in which friction behavior is independent of 
stress distribution, a globally coupled friction model is proposed, where the friction coefficient is ex-
pressed as a function of the mean contact stress, thereby establishing a coupling relationship between 
the friction state and the overall stress level. On this basis, a contact stress optimization model is con-
structed, which incorporates a stress uniformity term, a friction risk regulation term, and a nominal load 
constraint penalty term, revealing the trade-off among these components. Due to the dependence of the 
friction term on the mean stress, a global coupling effect is introduced, leading to a nonseparable and 
nonconvex objective function. To solve the resulting problem, a dynamic regularized proximal gradient 
algorithm is developed, and its convergence properties are discussed based on the model structure. Nu-
merical results demonstrate that the proposed model can effectively characterize the friction-stress 
coupling relationship, and the designed algorithm is capable of improving the contact stress distribution, 
reducing local peaks, and achieving good overall performance in terms of optimization accuracy, peak 
control, and distribution uniformity. 
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1. 引言 

摩擦接触系统广泛存在于机械结构、传动装置及材料工程中，其中接触界面的应力分布直接影响系

统稳定性、磨损行为及结构寿命[1]。因此，通过合理调节接触应力分布以降低局部应力集中并改善整体

受力状态，一直是接触力学与工程优化中的重要研究内容。 
在数学建模中，接触应力优化通常以离散接触节点处的应力为优化变量，通过构造目标函数刻画应

力分布特征。已有研究多关注应力均匀化或载荷分配问题，并通过凸优化模型实现应力平滑调节[2]。然

而，在实际摩擦接触系统中，摩擦系数往往会随接触应力或其统计量发生变化，从而使摩擦行为与应力

分布之间产生耦合关系，进而导致优化问题呈现非凸和非可分特征。 
为描述上述现象，本文提出一种全局耦合摩擦模型，将摩擦系数表示为平均接触应力的函数，使摩擦

状态能够随整体应力水平变化而动态调整。在此基础上，构建了一类包含应力均匀化项、摩擦风险项和名

义载荷约束惩罚项的接触应力优化模型，从而揭示接触应力分布调节与摩擦风险控制之间的权衡结构[3] [4]。 
针对所建立的非凸优化模型，本文设计了动态正则近端梯度算法进行数值求解，并结合模型的结构

性质对算法收敛行为进行讨论。数值实验表明，所提出方法能够有效改善接触应力分布，降低局部应力

峰值，并在不同初始条件下保持较好的稳定性与鲁棒性[5] [6]。 
本文的主要工作包括：构建全局耦合摩擦接触应力优化模型，分析其基本数学性质，设计相应的近

端梯度求解算法，并通过数值实验验证方法的有效性。 

2. 接触应力优化模型 

2.1. 变量与约束 

考虑由 n 个离散接触节点组成的接触界面，记接触应力向量为 
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( )1 2, , , ,n
nσ σ σ σ= ∈ 

  

其中 0iσ ≥ 表示第 i 个节点处的法向接触应力。传统模型通常取总载荷为固定值，即 

1
.

n

i
i

Pσ
=

=∑  

但在实际工况下，总载荷往往存在一定波动，因此本文采用区间约束形式描述载荷变化范围，即 

min max ,P Pσ≤ ≤1  

其中 ( )T1,1, ,1= 1 ，且 min max0 P P< < 。 
据此，可行域定义为 

{ }min max0, 1, , ,|n
i i n P Pσ σ σ= ∈ ≥ = ≤ ≤ 

 1  

进一步定义平均接触应力为 

1 .
n

σ σ= 1  

由于总载荷不再固定，故σ 能够反映系统整体应力水平的变化。 

2.2. 平均应力耦合摩擦模型 

为描述整体载荷水平对摩擦状态的影响，本文将摩擦系数表示为平均接触应力的函数： 

( ) ( )0

max min
min

1 e k σ σ

µ µ
µ σ µ

− −

−
= +

+
 

其中 minµ 和 maxµ 分别为摩擦系数下界与上界， 0k > 为斜率参数， 0 0σ > 为转折点参数。 
该函数能够描述摩擦系数随平均应力增大而逐渐变化并趋于稳定的特征。由于 

1

1 n

i
in

σ σ
=

= ∑ ， 

故 ( )µ σ 依赖于全部节点应力，体现出整体耦合作用。 

2.3. 优化模型构造 

为了兼顾接触应力均匀性与摩擦风险，本文构造如下目标函数。 
首先，定义应力均匀化项 

( ) ( )2
1

1

1 .
2

n

i
i

F
n

σ σ σ
=

= −∑  

其次，定义摩擦风险项 

( ) ( ) 2
2 2 .F σ µ σ σ=  

考虑到系统通常围绕某一名义载荷工作，引入惩罚项 

( ) ( )2

3 0 ,
2

F Pρσ σ= −1   

其中 [ ]0 min max,P P P∈ ， 0ρ > 。 
因此，总目标函数定义为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 , 0 1.F F F Fσ α σ α σ σ α= + − + < <  

于是，接触应力优化模型可写为 

( )min .F
σ

σ
∈

 

2.4. 模型性质分析 

由定义可知，可行域 C 由非负约束和线性不等式约束构成，因此为非空闭凸集。 
对于目标函数，F1(σ)为关于应力向量的凸二次函数，F3(σ)也是凸二次函数。相比之下， 

( ) ( ) 2
2 2F σ µ σ σ=  

中包含平均应力的非线性函数与二次项的乘积结构，具有明显的全局耦合特征。在一般参数条件下，其

Hessian 不再保持半正定性，该项通常不满足凸性，因此总目标函数 F(σ)为非凸函数。 
综上，本文建立了一个带载荷区间约束的接触应力优化模型。该模型能够同时描述应力均匀化需求、

整体摩擦效应及名义载荷偏离惩罚，为后续数值求解提供了基础。 

3. 数值求解方法 

3.1. 算法思路 

针对第二章建立的接触应力优化模型，本文采用改进型近端梯度算法(DRPG)进行求解。该方法在每

一步迭代中，对目标函数的光滑部分进行梯度线性化，并结合二次近端项与动态正则项构造子问题，从

而得到新的迭代点[7]。 
与经典投影梯度法相比，DRPG 方法同时引入了自适应步长 λk 和动态正则权重 µk，能够在保证算法

实现简洁的基础上，提高迭代稳定性与数值鲁棒性。考虑到原问题仍包含非负约束和总载荷区间约束，

本文在近端子问题中保留可行域限制，以保证迭代结果始终满足物理约束[8]。 

3.2. DRPG 迭代格式 

记第二章目标函数的光滑部分为 E1(σ)，可行域为 

{ }min max| 0, .n
i P Pσ σ σ= ∈ ≥ ≤ ≤

 1  

在第 k 次迭代时，给定当前点 σ、步长 0kλ > 及正则权重 0kµ > ，构造如下近端子问题： 

( ) ( )
21

1 22

1arg min , 1 .
2

k k k k
s k

k

E s s sσ α σ σ σ α µ
λ

+
∈

 
= ∇ − + − + − 

 
  

其中，第一项反映光滑部分的局部一阶近似，第二项为近端稳定项，第三项为应力相关的正则化项。该

格式兼顾了下降性与稳定性，适合本文模型的数值求解。 

3.3. 参数选取与停止准则 

为增强算法适应性，本文采用自适应步长策略更新 λk。当目标函数下降充分时，适当增大步长；当

下降效果不明显时，缩小步长，以提高迭代稳定性。正则权重 µk 随迭代动态调整，用于平衡应力均匀化

与数值鲁棒性[9]。 
当满足 

1
2

k kσ σ ε+ − ≤  
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时，停止迭代，其中 0ε > 为给定误差容限。 

3.4. 算法步骤 

本文所采用的 DRPG 算法步骤如下。 
步骤 1：给定模型参数、初始点 0 Cσ ∈ 、初始步长 λ0、初始正则权重 µ0、误差容限 ε及最大迭代次

数 Kmax。 
步骤 2：计算当前点 σk处的梯度∇E1(σk)。 
步骤 3：求解约束近端子问题，得到新迭代点 σk+1。 
步骤 4：根据目标函数下降情况更新步长 λk和正则权重 µk。 
步骤 5：若满足停止准则，则输出结果；否则继续迭代。 

3.5. 本章小结 

本章针对接触应力优化模型，构建了改进型近端梯度算法。该方法通过引入自适应步长和动态正则

权重，在保持算法结构简洁的同时增强了数值稳定性，并可为下一章的数值实验提供求解基础。 

4. 数值实验与结果分析 

本文从优化效果、收敛特性和算法对比三个方面对所提方法进行分析。首先给出接触应力优化前后

的分布变化，以考察所提方法对局部应力集中现象的改善效果；其次通过不同初始点下的目标函数收敛

曲线，分析算法对初始条件的适应性与稳定性；最后将所提出的 DRPG 算法与其他典型算法进行对比，

以验证其在优化精度和分布均匀性方面的优势[10]。 
接触应力优化前后的分布对比如图 1 所示。可以看出，优化前接触区域内存在较为明显的局部峰值，

应力分布起伏较大，均匀性较差；经过优化后，接触应力曲线整体更加平滑，局部峰值得到有效抑制，

应力分布趋于均匀。这表明本文所构建的优化模型能够在满足载荷约束的前提下有效降低应力集中程度，

从而改善接触状态并提高结构服役可靠性。 
 

 
Figure 1. Comparison of contact stress distribution before and after optimization 
图 1. 接触应力优化前后分布对比 
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不同初始点条件下目标函数值差值的收敛曲线如图 2 所示。结果表明，随着迭代进行，各条曲线均

能够稳定下降并逐步收敛到较低水平，说明所提算法具有较好的初值鲁棒性和收敛稳定性。这进一步说

明，本文方法不仅适用于特定初始状态，而且能够在不同初始条件下保持较为一致的优化能力[11] [12]。 
 

 
Figure 2. Convergence curves of the objective function under different initial points 
图 2. 不同初始点下目标函数收敛曲线 

 
为进一步验证本文方法的优越性，对 DRPG、PGM 和 APG 三种算法的优化结果对比如图 3 所示，

比较指标包括最终目标函数值、峰值应力和应力标准差。从图中可以看出，DRPG 在最终目标函数值方

面取得了最低结果，说明其能够更有效地逼近优化目标；在峰值应力指标上，DRPG 的结果同样最低，

表明其在抑制局部应力集中方面具有更好的效果；在应力标准差指标上，DRPG 也优于其余两种算法，

说明其得到的接触应力分布更加均匀。 
 

 
Figure 3. Comparison of optimization performance of different algorithms 
图 3. 不同算法的优化效果对比 
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综合来看，本文提出的 DRPG 算法在优化精度、峰值控制和分布均匀性等方面均表现出更好的综合

性能，从而验证了该方法在接触应力优化问题中的有效性与适用性。 
综上可知，本文提出的 DRPG 算法能够有效改善接触应力分布，降低局部峰值，并在不同初始条件

下保持稳定收敛。同时，与 PGM 和 APG 的对比结果表明，DRPG 在目标函数值、峰值应力和应力均匀

性等方面均具有一定优势，说明该方法适用于接触应力优化问题的数值求解，并具有较好的工程应用潜

力。 

5. 结论 

本文针对接触界面应力分布优化问题，构建了一个考虑全局摩擦调节效应的接触应力优化模型。通

过引入依赖平均接触应力的摩擦函数，将局部应力分布与整体摩擦状态进行耦合，从而得到一个带区间

载荷约束的结构化非凸优化问题。在此基础上，本文设计了动态正则近端梯度算法进行求解，并给出了

相应的迭代格式与参数更新策略。 
数值实验结果表明，所提出模型能够有效改善接触应力分布，降低局部峰值，并在应力均匀化与摩

擦风险控制之间实现合理权衡。同时，所设计算法在不同初始条件下具有较好的稳定性，并在与 PGM、

APG 等方法的比较中表现出更优的综合性能，说明该方法适用于接触应力优化问题的数值求解。后续工

作可进一步结合更真实的接触边界条件、材料参数及实验数据，对模型的工程适用性进行拓展研究。 
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