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摘  要 

隐马尔可夫模型因其功能强大且拥有坚实的数理基础而被广泛应用于众多领域。然而，其传统参数估计

方法通常基于最大似然估计，难以有效刻画复杂分布结构及模型不确定性，尤其在存在异常值或厚尾特

征的金融数据中表现受限。故本文引入变分推断框架，构造了一种基于多元t分布的变分隐马尔可夫模型，

并给出了详细推导过程。然后，通过数值模拟实验测试了其参数估计与状态预测的正确性与有效性；最

后，使用S&P500与CSI300两套真实股指数据进行了实证分析，结果表明VBtHMM模型参数估计更加高

效稳健，在应对含异常值或非高斯噪声数据建模中，仍能保持较强的参数估计与状态预测能力。 
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Abstract 
Hidden Markov Models (HMMs) have been widely used in various fields due to their strong model-
ing capabilities and sound mathematical foundation. However, traditional parameter estimation of 
HMMs mainly relies on Maximum Likelihood Estimation (MLE), which fails to effectively capture com-
plex distributional structures and quantify model uncertainty—this limitation is more obvious when 
modeling financial data with outliers or heavy-tailed distributions. To address this problem, this pa-
per proposes a variational HMM based on multivariate t-distribution under the Variational Infer-
ence (VI) framework, with detailed mathematical derivations provided. Numerical simulations are 
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carried out to verify the validity and effectiveness of the proposed model in parameter estimation 
and latent state prediction. Finally, empirical analyses using real S&P 500 and CSI 300 data show that 
the VBtHMM achieves more efficient and robust parameter estimation, and maintains strong per-
formance in parameter estimation and state prediction even for data with outliers or non-Gaussian 
noise. 
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1. 引言 

波动性和非平稳性是真实股指变化最显著的特性，但早期的股指预测方法主要是基于统计学原理的

波动率预测模型，如 ARIMA、GARCH 及其衍生模型等[1] [2]，但这些模型隐含了一个基本假设，即股

指时间序列的随机性效应(不可预测性和不确定性)不显著且约束性较强，无法反映波动率的非对称特性，

故它们在处理非线性、非平稳数据时存在明显局限[3] [4]。隐马尔可夫模型(Hidden Markov Models, HMM)
则具备多方面的优势。例如，它能够通过隐含状态和观测值之间的复杂关系，捕捉时间序列中的非线性

和复杂依赖关系[5]。它通过引入多个隐藏状态，能够更细致地描述数据生成过程，适应不同的动态模式

[6]。还可根据最新的观测数据动态调整隐藏状态，使模型具有较强的适应性，能够及时反映市场变化[7]。
再者，隐含状态可与实际经济或金融市场环境中的不同市场阶段相对应，如繁荣期、萧条期等，从而提

供更直观的经济解释[8]。ARIMA 和 GARCH 模型则主要侧重于统计特性解释，缺乏对现实经济或市场

状态的直接解释，难以将模型结果与实际市场环境对应起来。因此，本文旨在为处理含异常值、非高斯

噪声的现实金融时间序列数据提供一种更具鲁棒性与适应性的建模范式。 
本文创新之处为引入新的观测假设并在数学转换处理后将其置于变分推断框架下构造了一种基于多

元 t 分布的变分隐马尔可夫模型(Variational Bayesian t-distribution Hidden Markov Models, VBtHMMs)，且

给出了核心步骤的推导过程。同时，在股指预测应用中还构建了一种新的预测方法，以期增强模型在具

体应用中的预测能力和适应性。 

2. 预备知识 

2.1. 隐马尔可夫模型理论 

独立随机试验模型最直接的推广就是马尔可夫(Markov)链模型[9]。马尔可夫链(Markov Chain, MC)是
一种具有“马尔可夫性”，且存在于离散指数集和状态空间内的随机过程(如图 1)。 

 

 
Figure 1. A schematic diagram of a discrete Markov chain 
图 1. 一个离散马尔可夫链示意图 

 
HMM 则是在此基础上拓展而来，它通过引入隐藏状态的概念，构建了一个双重随机过程。 
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Figure 2. A schematic diagram of HMMs 
图 2. 隐马尔可夫过程示意图 

 
如图 2 所示，Z 序列表示无法直接观测到的隐藏状态序列，记为 { }1 2, , , TZ z z z=  ，其中隐藏状态集

合记为 { }1 2, , , NS s s s=  。 X 序列表示观测序列，记为 { }1 2, , , TX x x x=  ，其中可观测状态集合记为

{ }1 2, , , MV v v v=  。注意，这里的 N 和 M 未必相等，即可观测状态本身与隐藏状态之间并不存在一一对

应关系，且当观测序列服从标准高斯分布时，即为“标准 HMM”模型。A 表示隐藏状态的转移概率矩阵，

记为 { } ( )1, |ij ij t j t iA a a P z S z S−= = = = ；B 表示观测生成概率矩阵，记为 { } ( ), |jm jm t m t jB b b P x v z S= = = = 。

隐藏状态初始概率分布记为 { } { }1,i i iP z Sπ πΠ = = = 。因此，记 HMM 为 ( ), , , ,N M A BΛ = Π 。 
两个基本假设：(1) 马尔可夫性假设(Markov Assumption)，隐藏状态序列具有马尔可夫性质，即在给

定当前状态的条件下，未来状态与过去状态相互独立。形式化地表示为： ( ) ( )1 1 2 1| , , |,t t t tP z z z z P z z+ += ，

其中 tz 表示 t 时刻的隐藏状态。(2) 观测独立性假设(Output Independence Assumption)，在给定当前隐藏

状态的条件下，当前时刻的观测值与其他所有观测值和隐藏状态相互独立。形式化地表示为：

( ) ( )1 2 1 2, , , , , ,| |,t T T t tP x z z z x x x P x z=  ，其中 tx 表示 t 时刻的观测值。 
三个基本问题：(1) 评估问题(Evaluation Problem)：对某给定 HMM，求产生某个观测序列的概率

( )|P X λ 。该问题可通过前向-后向算法求解。(2) 解码问题(Decoding Problem)：给定 HMMs 和某个已知

观测序列，求产生此观测序列可能性最大的状态序列。该问题可通过 Viterbi 算法求解。(3) 学习问题

(Learning Problem)：给定一个观测序列 { }1 2, , , tX X X X=  ，求解参数 { }, ,A Bλ π= ，使得观测序列产生的

概率最大。该问题可通过 Baum-Welch 算法求解。 

2.2. 变分推断方法的原理 

变分推断(Variational Inference, VI)是一种用于近似复杂概率分布的数学方法。它通过将推断问题转

化为优化问题，寻找一个简单分布族中的最佳分布来近似目标后验分布[10] [11]。在贝叶斯统计中，给定 

观测数据 x ，隐变量 z 的后验分布 ( )|p z x 由贝叶斯定理给出： ( ) ( ) ( )
( )

|
|

p p
p

p
=

x z z
z x

x
。 

变分推断的核心思想是：首先，选择一个参数化的概率分布族 ( )q z ，称为变分分布(variational distri-
bution)，通常比真实后验分布更简单。然后，通过最小化变分分布 ( )q z 与真实后验分布 ( )|p z x 之间的

Kullback-Leibler (KL)散度来找到最佳近似。其中，KL 散度主要用于量化两个分布之间的差异程度： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

| log d
|

q
KL q p q

p
= ∫

z
z z x z z

z x
  

目标是最小化 ( ) ( )( )|KL q pz z x ，但直接最小化 KL 散度实际上并不可行，因为它依赖于未知的后

验分布 ( )|p z x 。故在变分推断中又引入证据下界(Evidence Lower Bound, ELBO)来间接解决这个问题。

证据下界(ELBO)的推导过程为：首先从 KL 散度的定义出发： 

 ( ) ( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )| log log log |

|q q q

q
KL q p q p

p
 

= = −        
 

z z z

z
z z x z z x

z x
     
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利用贝叶斯定理 ( ) ( )
( )

,
|

p
p

p
=

x z
z x

x
，将其代入上式后可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )log | log , logq qp p p= −      z zz x x z x   

因此， ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )| log log , logq qKL q p q p p= − +      z zz z x z x z x   。 
重新排列各项位置后可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )log log , log |q qp p q KL q p= − +      z zx x z z z z x   

此时，定义证据下界(ELBO)为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ELBO log , logq qq p q= −      z zx z z   

于是 ( ) ( ) ( ) ( )( )log ELBO |p q KL q p= +x z z x 。由于 ( )log p x 是一个常数(证据)，且 KL 散度是非负

的，故 ELBO 是 ( )log p x 的下界。这时，最大化 ELBO 就等价于最小化 KL 散度，记住这一点十分重要。 
接着是变分分布的选择问题。为了简化优化难度，常选择平均场变分族(Mean-field variational family)。

其中，假设隐变量 z 的各分量相互独立(这一点非常重要)，即 ( ) ( )1
n

i iiq q z
=

=∏z 。其中 ( )i iq z 是每个隐变

量分量的分布。最后是优化(最大化) ELBO 问题，通常使用坐标上升法。以平均场假设为例，优化过程涉

及迭代更新每个 ( )i iq z 。从证据下界的表达式可看出，第一项是联合分布的期望，第二项是变分分布的熵。

在平均场假设下，ELBO 可以分解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ELBO log , log
i i i iq q z

i
q p q z = −    ∑z x z   

通过固定其他 ( )jq j i≠ ，优化 ( )i iq z 时，最优解为： 

 ( ) ( )( )* exp log ,
ii i qq z p

−
∝   x z  

其中
iq−

 表示对除 iz 外所有隐变量的期望。这个过程反复迭代，同时监控 ELBO，直至其收敛。 

3. VBtHMMs 理论 

3.1. VBtHMMs 框架设计 

设计一个变分隐马尔可夫模型框架主要从模型设定、辅助变量引入、共轭先验分布设定、变分后验

数学推导和算法实现流程五个方面展开[12]。 
首先，需明确设定模型的各个要素：观测变量(观测序列)： { }1, , TX x x=  ，其中 3

tx ∈ 。隐变量(隐
状态序列)： { }1, , TZ z z=  ，其中 { }1, ,tz K∈  ，K 为隐状态数。状态转移概率矩阵 ijA a =   ，其中

( )1|ij t j t ia p z S z S−= = = 。初始状态分布 ( )1, , Kπ π π=  ， ( )1k p z kπ = = 。此外，对于观测模型中状态 k，
为控制尾部厚度设定观测 tx 的分布为自由度 u 的多元 t 分布。然而，由于多元 t 分布的概率密度函数结

构复杂，不便于代数处理，故将其转换为高斯–伽马的混合形式[13]： 

 ( ) ( ) ( )1| , , | , | 2 , 2 dT x u N x Gam u uµ µ λ λ λ−Σ = Σ ⋅∫  

因此，我们就相当于为每个观测 tx 引入了辅助标量变量 0tλ > ，使得 

 ( ) ( ) ( )1, , Σ 2| | | , 2t t t t k t k tp x z k N x Gam u uλ µ λ λ−= = ⋅  

此时，完整数据就可以表示为{ }, ,X Z λ ，其中 { }1, , Tλ λ λ=  。相应的完整联合分布为 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , , || ,
K T

k k t t t
k t

p X Z p p A p p Z A p x zλ θ π µ π λ
= =

= Σ ⋅ ⋅∏ ∏  

其中 { }{ }1, , , K
k k k

Aθ π µ
=

= Σ 表示模型中的所有参数。然后，需要设定模型各要素的共轭先验分布： 
初始状态 ( )0~ Dirπ α 、状态转移概率矩阵中每一行 ( )0~i ia Dir β 。对每个状态 k ，观测参数

( )1
0 0~ ,k W W u−Σ ，逆 Wishart 分布， ( )1

0 0~ ,|k k kNµ µ κ −Σ Σ 。 
为了变分推断现实可行，我们作出平均场假设： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , ,
K K

k k i
k i

q Z q Z q q q q aλ θ λ µ π
= =

= Σ∏ ∏  

然后，通过坐标上升变分推断(CAVI)最大化证据下界(ELBO)。作出这一假设后，需进行必要的误差

分析，主要包括变分逼近的紧凑性和参数估计的偏差问题[14]。 
接上，这里涉及几个关键推导步骤，具体包括以下四个方面： 
(1) 隐状态后验 ( )tq z k= ，同时定义责任变量 ( )tk tq z kγ = = ，在变分 E 步中，将 tλ 用其期望

[ ]t̂ q tEλ λ= 替代，观测似然近似为 ( )1ˆ,|t t k t kx z k N µ λ−= ≈ Σ ，取发射概率为 

 ( ) ( )
1 2 T2 1

ˆˆ    exp
2

ˆ ˆˆ ˆd t
tk k t t k k t kb x xλλ µ µ

− − 
= Σ − − Σ −  

 
 

然后再通过变分前向–后向算法计算： 

 ( ) ( )tk t tk kγ α β∝  

 ( ) ( )1tij t ij tj ti a b jξ α β−∝  

(2) 辅助变量后验 ( ) ( ),t t tq Gam a bλ = ，其中 

  
2t

u da +
=  

 ( ) ( )T 1

1

1   
2

K

t tk q t k k t k
k

b u E x xγ µ µ−

=

 
= + ⋅ − Σ − 


 
  

∑  

 [ ]ˆ t
t q t

t

aE
b

λ λ= =  

(3) 观测参数后验 ( ),k kq µ Σ ，同时定义 1k tk
T
tN γ
=

= ∑ ， 1

1
k tk tt

T

k

x x
N

γ
=

= ∑ 。此时，后验分布仍是高斯–

逆威沙特分布： ( ) ( ) ( )1 1
, , , ,|, , ,|k k k k post k post k k k post k postq N W W uµ µ µ κ − −Σ = Σ ⋅ Σ 。 

(4) 初始状态与转移概率后验 

( ) ( )0 1k k kq Dirπ α α γ= = +  

( ) 0
2

T

i ij ij tij
t

q a Dir β β ξ
=

 
= = + 

 
∑  

而期望为 ˆ k
k

jj

απ
α

=
∑

， ˆ ij
ij

ill

a
β
β

=
∑

。 

经过上述理论准备工作后，算法实现流程为： 
(1) 初始化参数： , , , ,k k t Aµ λ πΣ  (其中需注意： 0 2u ≥ ， 0 0κ > ，保证 0W 始终正定)； 
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(2) E 步：用当前参数计算 ,tk tijγ ξ  (变分前向–后向算法)，更新 ( )tq λ ，计算 ˆ t
t

t

a
b

λ = ； 

(3) M 步：更新 ( ),k kq µ Σ 得到 , , ,, ,k post k post k postW uµ ，更新 ( ) ( ),q q Aπ ； 
(4) 重复前面的 E 步和 M 步，直至算法收敛(即监控 ELBO 下界，当其变化小于人为设定的阈值 10−6

时停止迭代)。 

3.2. VBtHMMs 数学推导 

在隐马尔可夫模型中，设观测序列为 { }1 2, , , TX x x x=  ，其中每个观测点 3
tx ∈ 是一个三维向量，

T 是序列的总长度。又设隐状态序列为 { }1 2, , , TZ z z z=  ，其中每个隐状态 { }1,2, ,tz K∈  ， K 表示隐状

态的总数。 tz k= 表示在时刻 t ，系统处于第 k 个隐状态。状态转移概率矩阵 K K
ijA a × = ∈   ，其元素

( )1|ij t j t ia p z s z s−= = = 表示从状态 i 转移到状态 j 的概率，同时满足概率约束： 1 1K
ijj a

=
=∑ 且 0ija ≥ 。初

始概率分布 ( )1 2, , , Kπ π π π=  ，其中 ( )1k p z kπ = = 且满足概率约束： 1 1K
kk π

=
=∑ 且 0kπ ≥ 。 

在标准 HMM 中通常使用正态分布作为观测序列模型假设，但这个假设对异常值非常敏感且过于理

想化。因此，对具有厚尾或非高斯噪声特性的金融观测数据，本文假设其服从多元 t 分布，其概率密度函

数为： 

 ( ) ( ) ( )
21

1 22 2

12| , , 1

2

u d

d d

u d

T x u x x
u uu

µ µ µ
π

+
−

−

+ Γ    Σ = + − Σ −    Γ Σ 
 

  

这里 3d = 表示数据维度。当 u →∞时，t 分布收敛于高斯分布；当 u 较小时，t 分布具有更厚的尾部，

对异常值更鲁棒。对于状态 k ，观测 tx 的条件分布为： 

( ) ( )| | , ,t t t k kp x z k T x uµ= = Σ  

其中： 3
kµ ∈ ：状态 k 的均值向量， 3 3

k
×Σ ∈ ：状态 k 的协方差矩阵， 4u = 设定为观测序列的自由度以

控制尾部厚度[15]。根据上节框架设计，多元 t 分布应转换为高斯-Gamma 分布的混合形式： 

 ( ) ( )1
0

| , , | , | , d
2 2
u uT x u N x Gamµ µ λ λ λ

∞ −  Σ = Σ ⋅  
 ∫  

证明： 

( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

1
0

2

11 2
1 220 1

2

12 1 2
1 22 0

12

| , | , d
2 2

1 1 2exp exp d
2 22

2

1 2 exp exp d
2 22

2

1
2

u

u

d

u

u
d

d

d

u uN x Gam

u
ux x

u

u
ux x

u

µ λ λ λ

λµ λ µ λ λ
π λ

λ λλ µ µ λ λ
π

π

−∞

∞

∞

−−

−

−−

 = Σ ⋅  
 

 
     = − − Σ − ⋅ −       Σ Γ 
 

 
      = ⋅ − − Σ − ⋅ −        Σ Γ 
 

=
Σ

∫

∫

∫

等式右边





( ) ( )

2

1 12
2 0

2 exp d
2

2

u

u d
u

x x u
u

λλ µ µ λ
+

−∞ −

 
      ⋅ − − Σ − +     Γ 
 

∫

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然后，令
2

u da +
= ，

( )1( ) Σ
2

x x u
b

µ µ−− − +
=



，则 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 22

2

1 22 1 2

21

1 22 2

1 2 2
2

2

2 2

2
2

2

12 1

2

u

ad

u

u d
d

u d

d d

u u d

u b

u d u

u
x x u

u d

x x
u uu

π

π µ µ

µ µ
π

+
−

+
−

−

+   Γ   
   = ⋅ ⋅
 Σ Γ 
 

+   Γ   
   = ⋅

 Γ Σ    − Σ − +
   

  
+ Γ    = + − Σ −    Γ Σ 

 

等式右边





 

等式左边 ( )| , ,T x uµ= Σ ，等式得证。这里为每个观测 tx 引入了一个辅助标量变量 0tλ > ，使得： 

 ( ) ( )1, | | , | ,
2 2t t t t k t k t
u up x z k N x Gamλ µ λ λ−  = = Σ ⋅  

 
 

该式也就等价于： 

 ( )| | ,
2 2t t t
u up z k Gamλ λ = =  

 
 

 ( ) ( )1| , | ,t t t t k t kp x z k N xλ µ λ−= = Σ  

易见，这个形式不仅使整个推断过程保持解析可解，而且在后续工作中可充分利用高斯分布的共轭

先验这一性质。然后，可以定义完整数据为{ }, ,X Z λ ，其中， { }1 2, , , Tλ λ λ λ=  为辅助变量序列。在完整

数据空间中，所有变量的联合分布此时都拥有了更简洁的表达形式，在贝叶斯框架下完整数据的联合分

布可被分解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , | , | ,p X Z p p Z p X Zλ θ θ θ λ θ= ⋅ ⋅  

其中， { }{ }1, , , K
k k k

Aθ π µ
=

= Σ  表示模型中的所有参数。更具体地，可以写成： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , | , , | , ,
K T

k k t t t k k
k t

p X Z p p A p p Z A p x zλ θ π µ π λ µ
= =

= Σ ⋅ ⋅ Σ∏ ∏  

这种分解方法严格遵循了概率论的链式法则，并利用了模型中的条件独立性假设。 
根据贝叶斯统计理论，若后验分布与先验分布为同一类型分布，那么先验分布与后验分布就被称为

共轭分布，且先验分布被称为似然函数的共轭先验分布。由于指数型分布都具有共轭先验分布，故本文

将所需用到的先验分布均设定为指数型分布。 
首先，设定初始状态分布π 的先验分布为 Dirichlet 分布[16]： ( )0~ Dirπ α ，其概率密度函数为： 

 ( )
( )

( )
0

01 1

101

k

K
Kkk

kK
kkk

p α
α

π π
α

= −

=
=

Γ
=

Γ

∑
∏

∏
 

其中 ( )0 01 02 0, , , Kα α α α=  为超参数，Dirichlet 分布为多项分布的共轭先验分布。转移概率矩阵 A 的先验
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分布则设定为每一行独立的 Dirichlet 分布： ( )0~i ia Dir β ，其概率密度函数为： 

 ( )
( )

( )
0

01 1

1 101

ij

K
K Kijj

ijK
i jijj

p A aβ
β

β
= −

= =
=

Γ
=

Γ

∑
∏ ∏
∏

 

其中 ( )0 0 1 0 2 0, , ,i i i iKβ β β β=  为超参数，这就保证了每一行仍是有效的分布函数。 
接着将观测参数 { },k kµ Σ 的先验分布设定为高斯–逆 Wishart 分布，即 ( )1

0 0~ ,k W W u−Σ ，

( )1
0 0| ~ ,k k kNµ µ κ −Σ Σ ，其概率密度函数分别为： 

 ( ) ( )
0 0

0

2 1
0 12 0

2 0

1exp
22

2

u u d

k k k
u

d
d

W
p tr W

u

+ +
− − Σ = Σ − Σ    Γ  

 

 

 ( )
( )

( ) ( )10
0 01 22 1

0

1| exp
22

k k k k kd
k

p κµ µ µ µ µ
π κ

−

−

 Σ = − − Σ − 
 Σ

  

这里 Γd 表示多元 Gamma 函数。在多元高斯分布的均值向量 kµ 和协方差矩阵 kΣ 均未知时，高斯–逆

Wishart 分布正是其共轭先验分布[17]。根据马尔可夫性质，隐状态序列的条件分布就可以写成： 

 ( ) ( ) ( )
1 11 1 ,

2 2
| , | | ,

t t

T T

t t z z z
t t

p Z A p z p z z A aπ π π
−−

= =

= =∏ ∏  

它表示初始状态是由π 决定的，后续每个状态仅依赖于其前一个状态。最后，对观测变量(包括辅助

变量)的条件分布，这里假设对于每个时间点 t ，给定隐状态 tz k= ，观测变量和辅助变量的联合分布为： 

 ( ) ( )1, | | , | ,
2 2t t t t k t k t
u up x z k N x Gamλ µ λ λ−  = = Σ ⋅  

 
 

将其展开为显示表达形式： 

 

( )
( )

( ) ( )
2

1
1 22

2

1
2

, | exp Σ
22 Σ

2 exp
2

2

d
t t

t t t t k k t kd
k

u

u
t

t

p x z k x x

u
u

u

λ λλ µ µ
π

λλ

−

−

 = = − − − 
 

 
    ⋅ −    Γ 
 



 

因此，对于整个序列可以得到： 

 ( ) ( ) ( )
1 1 1

, | , |
T T K

t t t t t t t
t t k

p x z z k p x z kλ λ
= = =

= = ⋅ =∏ ∏∑   

其中， ( )⋅ 为示性函数，即设 tZ ⊆ ，记其为： 

( )
1, ,
0, .t

t
Z

t

z k
k

z k
∈

=  ∉

若

若
  

且满足约束 1 1T
tkt z

=
=∑ 。 

由此得到完整数据的联合分布为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
,

1 2 1
, , , , | , | ,

2 2t t t t

K T T

k k z z z t z t z t
k t t

u up X Z p p A p a x Gamλ θ π µ π µ λ λ
−

−

= = =

    = Σ ⋅ ⋅ Σ ⋅         
∏ ∏ ∏   
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将其展开为显式形式： 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

00

0
0

0

0 01 1 11

1 1 10 01 1

2 1
0 2 02

1 0

, , ,

1exp
22 2

ijk

K K
K K Kk ijk j

k ijK K
k i jk ijk j

Dirichlet A Dirichlet

uK u d

k ku
k d

d

p X Z a

W
tr W

u

βα

π

α β
λ θ π

α β
= = −−

= = =
= =

+ +
−

=

   Γ Γ
   = ⋅   Γ Γ      

⋅ Σ − Σ
Γ

∑ ∑
∏ ∏ ∏

∏ ∏

∏

 

初始分布 的 先验 转移矩阵 的 先验

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1

1

10
0 0 ,1 22 1 20

22
1

1 22
1

1 exp
22

2
exp

2 22

t t

t t t

t

T

k k k z z zd
tk

Markov

u udT
t t

t z z t z td
t z

a

u
x x

u

κ µ µ µ µ π
π κ

λ λ µ µ λ
π

−

−

−

− =

−

=

    
 

   ⋅ − − Σ − ⋅      Σ 


 ⋅ − − Σ − ⋅  Γ Σ

∏

∏





隐状态序列的 链

基于尺度混合的观测似然



 1
2 exp

2

t

t

Gamma

u

λ

λ−  −  
 



尺度参数 的 先验

 

易见，该式囊括了所有变量和参数的所有信息。至此，下面可直接给出模型参数的变分后验分布： 

 ( ) ( )0 1k k kq Dirπ α α γ= = +  

 ( ) 0
2

T

i ij ij tij
t

q a Dir β β ξ
=

 
= = + 

 
∑  

 ( ) ( )( ) ( )1 1, | , | ,post post post post
k k k k k k k k kq W uµ µ µ κ

− −Σ = Σ ⋅ Σ   

 ( ) ( ) ( )1

1

ˆ1,
2 2

K
post post

t t t tk t k k t k
k

u dq Gam a b u x xλ γ µ µ−

=

 +  
= = = + − Σ −  

  
∑


 

对于每个状态 k，超参数计算为： 

 
1

T

k tk
t

N γ
=

= ∑  

 
1

1 T

k tk t
tk

x x
N

γ
=

= ∑  

 0
post

k kNκ κ= +  

 0 0

0

post k k
k

k

N x
N

κ µµ
κ

+
=

+
 

 0
post
k ku u N= +  

 ( )( ) ( )( )0
0 0 0

1 0

ˆ
T

post post post k
k tk t t k t k k k

t k

NW W x x x x
N

κγ λ µ µ µ µ
κ=

= + − − + − −
+∑

   

注意：为确保后验期望 [ ]kΣ 存在，先验自由度 0u 的设定值应该至少大于 2，从而保证后验自由度

0 1 4post
k ku u N d= + > + = 成立。 

由此，隐藏状态序列的变分后验分布为： 
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 ( ) ( ) ( )1 1

1 2 2 1
,

2 1

ˆˆˆ ˆˆ ˆ ˆex
2

ˆp
t t t t t t

T T
d t

z z z z z t t z z t z
t t

q Z a x xλπ λ µ µ
−

− −

= =

  
∝ Σ − − Σ −      

∏ ∏


 

其中，模型参数估计表达式分别为： 

( )
0 1

0 11

ˆ k k
k K

j jj

α γπ
α γ

=

+
=

+∑
 

( )
0 2

01 2

ˆ
T

ij tijt
ij K T

il till t

a
β ξ

β ξ
=

= =

+
=

+

∑
∑ ∑

 

( ) ( )
1 2 2 1

ˆˆ eˆ ˆ ˆ
2

ˆxpd t
tk k t t k k t kb x xλλ µ µ

− − 
= Σ − − Σ −  

 

  

0 0

0

ˆ post k k
k k

k

N x
N

κ µµ µ
κ

+
= =

+
 

ˆ
1

post
k

k post
k

W
u d

Σ =
− −

，其中 0 1post
k ku u N d= + > +  

ˆ t
t

t

a
b

λ = ，其中
2t

u da +
= ， ( ) ( )1

1

ˆ1
2

ˆ ˆΣ
K

t tk t k k t k
k

b u x xγ µ µ−

=

 
= + − − 

 
∑   

4. 数值模拟与实证分析 

4.1. 数值模拟 

数值模拟的首要目标就是要验证改进模型的正确性，即实现过程是否严格遵循数学推导。其次就是

验证模型对厚尾数据的建模能力。我们设计三种场景(见表 1)进行模拟测试，并以此形成纵向对照。数据

生成模拟器先验参数设置见表 2，模拟数据由一个离散时间 HMM 生成，其发射分布为多元 t 分布，并在

干净数据生成后叠加了均匀分布异常值污染机制。具体模型及参数为 ( )1~ , , KDirichletπ α α ，其中

2kα = ，等价于对 K 个独立的 ( )2,1Gamma 变量进行归一化。 ( ), 1, , 5, ,i i ii iKA g g g⋅ ∝ +  ，其中

( )~ 2,1ijg Gamma 。发射分布参数{ } 1
, K

k k k
µ

=
Σ 各维度独立。 ( )2

, ~ 8 ,1.5 , 1, ,k j k j dµ =  ，状态间基底均值

按 8，16，24 线性拉开。对 kΣ 构造随机矩阵 d d
kC ×∈ ，元素 ( )2

, ~ 0,0.5k ijC  ，尺度矩阵为 k k k dC C IΣ = + ，

确保严格正定。给定 tZ k= ，观测向量 ( )~ 4, ,|t t d k kX Z k t uν δ µ= = = = Σ = Σ 。注：实际协方差矩阵为 

2 k
ν

ν
Σ

−
 (当 2ν > 时存在)。污染数量 outN T ρ= ⋅  ；污染索引 { }( )~ 1, , ,out outU T N  (无放回抽样)；污

染分布，令 ,,
5 max clean

t jt j
R X= ⋅ ，对 { }, 1, ,outt j d∀ ∈ ∈  ， ( ), ~ ,contaminated

t jX R R− 。 

同时，为了测试的完整性，还需加入标准高斯 HMM 与之进行同样的全过程测试，并以此形成横向

对照，这里以温和场景为例进行说明。 
 

Table 1. Simulated scenarios 
表 1. 模拟场景 

场景类型 观测分布 目的 特征说明 

基准场景 标准 t 分布 验证模型的正确性 不含异常值 

温和场景 95% t 分布 测试温和异常值下稳健性 含 5%异常值 

极端场景 90% t 分布 测试极端异常值下拟合表现 含 10%异常值 
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Table 2. Prior parameter setting 
表 2. 先验参数设置 

参数 设定值 说明 

0α  1.0 (可调) 初始状态 Dirichlet 先验 

0β  1.0 (可调) 转移矩阵 Dirichlet 先验 

0µ  数据均值 观测均值先验 

0κ  0.1 (可调) 均值先验强度 

0W  样本协方差 协方差尺度矩阵 

0u  3.0 (可调) 逆 Wishart 先验自由度(确保 0 2u > ) 

 
状态对齐(识别)性能看混淆矩阵中每个主对角元素的值，其大小反映了其相对应状态的对齐程度。也

就是说，主对角元素值越大，则它所代表的状态对齐率越高。混淆矩阵从上往下每一行分别表示真实状

态 1、2、3，从左往右每一列分别表示预测状态 1、2、3。 

 
230 1 4
1 168 4
2 89 1

 
 
 
  

 

图 3 是 VBtHMM 模型数值模拟测试结果降维后的二维平面图。从图中可以清晰看到，红色代表隐状

态 1、绿色代表隐状态 2、蓝色代表隐状态 3。左侧图表示真实隐状态的数量和位置，右侧图表示测试后

模型状态预测的数量与位置。若右侧图与左侧图的相同位置的圆点颜色相同，则表示该位置所示隐状态

预测正确。 
 

 
Figure 3. The distribution of state prediction in mild scenarios 
图 3. 温和场景下状态预测分布情况 
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从该场景混淆矩阵的元素来看，除了状态 3 预测较差，主对角线其他元素均显著大于非主对角线位

置的元素。原因在于样本不平衡，采集的样本中隐藏状态 3 的样本量相对太少，仅占 18.4%，这就导致

模型很难学习到其特征。在模拟测试中平衡样本状态当然并不难做到(如可调大“小状态”的先验分布参

数 0κ )，但这里没有必要，因为现实金融数据天然就是不平衡的。同理，三种测试场景下的状态预测性能

表现情况如表 3 所示。 
从表 3 可见，ELBO 收敛稳定，VBtHMM 模型的正确性得到验证。在异常值占比升高过程中，其性

能下降较为平缓，而与之对比的标准高斯 HMM 模型则出现性能骤降表现，造成这种差异的原因正是高

斯分布对异常值敏感，且其协方差估计会显著变大，而 VBtHMM 模型中引入的辅助变量 λ 会自发降低异

常值的权重，加之变分推断框架提供了正则化效果以防止模型过拟合，这均符合理论预期。 
 
Table 3. Performance of state prediction 
表 3. 状态预测性能表现 

类别 ELBO 收敛迭代次数 预期区间 VBtHMM HMM 

0%异常值(基准) −3722.2154 31 (0.85,0.95) 0.8732 0.8320 

5%异常值(温和) −4088.2257 76 (0.75,0.85) 0.7980 0.4259 

10%异常值(极端) −5511.5437 85 (0.60,0.70) 0.6350 0.3446 

4.2. 实证分析 

4.2.1. 数据说明与预测方法  
本文选取标普 500 指数和沪深 300 指数两套大盘股指(从 2010 年到 2023 年所有交易日的)有效数据

作为样本，再分别将其分为两部分，其中 2010 年至 2021 年的(3300*4 个)股指开盘价、最高价、最低价

和收盘价数据作为训练集，2022 年 1 月至 2023 年 8 月的 400 个(交易日)收盘价数据作为测试集。 
为了更直观地展现 VBtHMM 模型的预测性能，这里将构建新的股指预测方法，区别于标准 HMM 的

经典股指预测方法[18]，这里不再赘述。由于真实的金融市场数据中包含的隐藏状态数未知且同一时段不

同市场的隐藏状态数也未必相同，所以在实证分析中需构建某种预测方法来间接判断模型预测性能。在

实务中，人们常关注股指每日的开盘价 tOpen 、最高价 tHigh 、最低价 tLow 和收盘价 tClose ，这里对它们

做一个数学转换： 

 100%close t t
t

t

Close OpenR
Open
−

= ×  

 100%high t t
t

t

High OpenR
Open
−

= ×  

 100%low t t
t

t

Low OpenR
Open
−

= ×  

本文对状态转移过程进行加权处理[19]，即取
1t ts sa
+
为权重，重新计算每个观测值的概率分布。令 

( ) ( )
1 111 1t t tt

S
t s s s ts jf V a b V

+ +++ +=
= ∗∑ 。 

其中， ( )1tf V + 表示下一时刻隐藏状态下观测值的概率密度函数； ( )
1 1ts tb V
+ + 表示 1t + 时刻隐藏状态对应生

成的观测值的概率密度函数。然后，再计算观测值所处区间的概率 ( )1tP a V b+< ≤ ： 

 ( ) ( )1 1 d
b

t ta
P a V b f V x+ +< ≤ = ∫  

在计算 ( )1tP a V b+< ≤ 之前，需对收盘价相对变化率区间进行等宽离散化处理。由于每日股指涨跌幅
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限制在±10%，所以将该区间分为 100 个等宽小区间，再通过上式重新计算每个值所在小区间的概率值，

再取概率值最大那个小区间的中位数为预测值 1t̂V + ，同时假设 1t + 时刻的开盘价变化率等于 t 时刻的收盘

价变化率( 1
Open Close
t tR R+ = )，最后再通过 ( )1 11 ˆ

t t tClose Close V+ += ∗ + 转换得出 1t + 时刻的收盘价。最后，本文

采用均方根误差 RMSE (Root Mean Square Error)和 MAPE (Mean Absolute Percentage Error，即平均绝对百

分比误差)来表示 VBtHMM 模型在真实股指数据上的预测性能，计算方法为 

 
1

1MAPE 10 %
ˆ

0
n

i i

i i

y y
n y=

−
= ×∑  

 ( )2

1

1RM E ˆS
n

i i
i

y y
n =

= −∑  

其中， ˆiy 表示预测值， iy 表示真实值，n 则表示测试数据集的样本容量。 

4.2.2. 股指预测结果 
隐藏状态数 K 的确定在实证中十分关键，需利用变分推断方法的损失函数–自由能与 ELBO 存在相

反数的关系[20] [21]。故若能找到最小自由能就能相应确定最大的 ELBO，从而使近似后验概率与真实值

之间的 KL 距离达到最小。K 与 ELBO 在 CSI 300 (左)和 S&P 500 (右)上的自由能随 K 值变化情况见表 4。 
 
Table 4. Evolution of free energy with K 
表 4. 自由能随 K 变化过程 

隐状态数 K 迭代次数 Free Energy 
(−ELBO) 隐状态数 K 迭代次数 Free Energy 

(−ELBO) 

3 327 1094.27 3 343 856.3245 

4 84 408.74 4 79 386.5634 

5 61 73.67 5 50 −81.9863 

6 148 −490.53 6 151 −387.4325 

7 71 −587.22 7 217 −699.9827 

8 57 −660.70 8 75 −802.4524 

9 133 −710.95 9 139 −840.3401 

10 290 −722.57 10 393 −859.9741 

11 42 −688.08 11 377 −899.8502 

12 298 −659.49 12 248 −810.8762 

13 154 −631.20 13 193 −788.0436 

14 226 −593.14 14 263 −760.9873 

15 47 −577.32 15 57 −703.9847 
 

利用 VBtHMM 模型分别对前述两个数据集进行实证的结果如图 4 和图 5 所示。图中纵坐标表示股价

指数，横坐标表示 2022 年 1 月~2023 年 8 月的 400 个交易日期。易见，红绿两条线走势存在少许不一致，

但绝大部分几乎一致吻合，说明模型预测性能较好。同理，还应加入标准 HMM 进行实证分析以形成横

向对照，其结果如图 6 和图 7 所示。易见，标准 HMM 在两套股指测试集上的误差明显较大，其预测性

能不及 VBtHMM 模型，实证结果也证明缺乏实际理论支撑的经典方法对金融股指数据的预测能力有限。

这也恰好说明本文构建的 VBtHMM 模型在建模含异常值、非高斯噪声的金融股指数据时更具鲁棒性与

适应性。最后，为了定量判断二者预测性能，下面分别计算出各自的两个误差指标，如表 5 所示。 
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Figure 4. CSI 300 Index trend forecast comparison 
图 4. 沪深 300 指数走势预测对比图 

 

 
Figure 5. S&P 500 Index trend forecast comparison 
图 5. 标普 500 指数走势预测对比图 

 

 
Figure 6. CSI 300 Index trend forecast comparison by HMM 
图 6. HMM 对沪深 300 指数走势预测对比图 
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Figure 7. S&P 500 Index trend forecast comparison by HMM 
图 7. HMM 对标普 500 指数走势预测对比图 

 
Table 5. Comparison of empirical forecasting performance 
表 5. 实证预测性能对比 

市场类别 误差指标 VBtHMM HMM 

CSI 300 指数 MAPE 0.00787 0.01960 

CSI 300 指数 RMSE 41.0391 102.2067 

S&P 500 指数 MAPE 0.00432 0.01780 

S&P 500 指数 RMSE 32.3546 92.2158 

 
从表 5 中易见，纵向上二者各自分别在 CSI 300 和 S&P 500 两套股指数据上的预测性能存在相似性，

即在 CSI 300 指数上的预测精度明显均低于在 S&P 500 指数上的预测精度，这种差异恰恰反映了中美两

国股市确实属于不同的市场环境。横向上，VBtHMM 预测性能明显强于标准 HMM，说明前者在含异常

值、非高斯噪声的金融时间序列数据上拥有显著的建模优势。 

5. 结论 

标准 HMM 的参数估计方法难以有效刻画复杂分布结构及模型不确定性，它在常呈现出“尖峰厚尾”

特征的真实金融时间序列数据中表现受限，其观测假设(服从正态分布)过于理想化。本文提出的 VBtHMM
模型使参数估计更加稳健，在应对异常值或非高斯噪声数据建模中，仍能保持较好的参数估计与状态预

测能力。 
当然，本文也存在不足之处。如若将自由度 u 也视为随机变量，那么就会破坏高斯–伽马混合形式

的共轭结构，使得推断不再具有可解析性。而本文将其固定为常数的做法又会使其变为了不可学习参数。

理论上，模型必定存在无法自适应数据尾部厚度的情况，导致出现欠拟合或过拟合。在更新 ( )tq λ 时，为

简化计算与实现而采用了点估计近似处理。这一粗暴简化方式会导致模型在小样本下参数不确定性被完

全忽略，最终导致推断偏差大等，这些问题必定是未来研究中需要克服的难点。 
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