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摘  要 

对流形数据的位置参数，统计推断通常只给出单个点或者逐点意义下的置信区域。然而在许多实际问题

中，人们关心的并不是某一个点，而是一族点或者一个集合：例如沿某个协变量连续变化的整条条件均

值曲线，又或者当总体位置本身不唯一时由多个点共同组成的集合。对这类对象，逐点区间无法控制整

体的置信水平，必须借助同时的或者集合型的推断工具。本文在流形数据的经验似然框架下处理两类这

样的问题：一是条件Fréchet均值在有限预测值网格上的同时置信带，二是Fréchet均值不唯一时的均值

集置信区域。之所以选用经验似然，是因为其统计量只使用估计函数的矩协方差、并不涉及Fréchet函数

的Hessian，因而在Hessian退化时依然有效。文中引言先按流形统计推断、经验似然、条件Fréchet均值

与Fréchet均值集四个方向综述已有进展。就方法而言，前者由局部经验似然统计量的逐点极限经联合界

得到，不需要带宽收缩下的经验过程Donsker条件；后者则以经验似然函数作为准则函数构造水平集估

计，并用乘子自助校准其覆盖概率。文中还说明了乘子自助阈值在此设定下渐近正确的理由，并讨论了

网格点数随样本量增长时所面临的技术困难。数值研究的结果与理论一致，文中最后讨论了向连续预测

带推广的方向。 
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Abstract 
For the positional parameters of manifold data, statistical inference usually only provides confi-
dence regions at a single point or point by point sense. However, in many practical problems, people 
are not concerned with a single point, but with a family of points or a set: for example, the entire 
conditional mean curve that continuously changes along a covariate, or a set composed of multiple 
points when the population position itself is not unique. For such objects, point by point intervals 
cannot control the overall confidence level, and simultaneous or set based inference tools must be 
used. This article deals with two types of problems in the empirical likelihood framework of mani-
fold data: one is the simultaneous confidence band for the conditional Fréchet mean on a finite pre-
diction-value grid; the other is the confidence region for the mean set when Fréchet means are not 
unique. The reason for choosing empirical likelihood is that its statistic only uses the moment co-
variance of the estimating function and does not involve the Hessian of the Fréchet function, so it is 
still effective in when the Hessian is degenerate. The introduction of the article first summarizes the 
progress in manifold statistical inference, empirical likelihood, conditional Fréchet mean, and Fré-
chet mean set. In terms of methodology, the former is obtained by the joint bound of the point by 
point limit of the local empirical likelihood statistic, and does not require the Donsker condition of 
the empirical process under bandwidth contraction; The latter uses empirical likelihood function 
as the criterion function to construct level set estimation, and self calibrates its coverage probability 
using multipliers. The article also explains the reason for the asymptotic correctness of the multi-
plier bootstrap threshold under this setting, and discusses the technical difficulties faced when the 
number of grid points increases with the sample size. The results of numerical research are con-
sistent with theory, and the direction of extending to continuous prediction bands is discussed in 
the end of the article. 
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1. 引言 

设想我们沿时间或者某个协变量观察一批形状数据，希望了解这批对象的“平均形状”如何随该变

量变化。需要回答的并不是某个单独时点上的平均形状，而是整条曲线；同样，当代替唯一均值的是一

组点构成的均值集合时，需要给出的也是一个集合的置信区域。这两类同时的与集合型的推断问题，都

无法靠逐点置信区间解决，曲线上的每一点各自以1 α− 的概率被覆盖，并不意味着整条曲线被同时覆盖

的概率也是1 α− 。本文在流形数据的经验似然框架下处理这两类问题：条件 Fréchet 均值的有限网格同

时置信带，以及 Fréchet 均值不唯一时的均值集置信区域。 
取值于非欧度量空间的对象型数据在近年日益常见，球面方向、形状构型、协方差矩阵以及函数型

对象都属于此类，其统计分析可参见 Marron 和 Alonso [1]与 Patrangenaru 和 Ellingson [2]的综述。在这类

数据上，标准的位置概括是 Fréchet 均值，即 Fréchet 函数 ( ) ( )2 ,F p E d p X =  的最小值点；它把欧氏空

间中“平方距离的期望最小”这一均值刻画原封不动地搬到了度量空间上。Fréchet 均值的渐近理论由
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Bhattacharya 和 Patrangenaru [3]与 Bhattacharya 和 Patrangenaru [4]建立，他们给出了内在与外在样本均值

的存在性、唯一性与相合性，其中心极限定理的重要推广见 Bhattacharya 和 Lin [5]。基于该极限定理，对

Fréchet 均值的推断长期以来以 Wald 型方法为主。这类方法把置信区域取为切空间中的一个椭球，形式

简洁、计算方便，但其有效性有一个不容回避的前提：Fréchet 函数在均值处的 Hessian 必须非奇异。当

Hessian 退化时，样本均值的收敛速率会偏离标准的 n ，极限分布也不再是正态的，这一现象称为

smeariness，此时 Wald 型区域随之失去名义覆盖。Eltzner 和 Huckemann [6]给出了这一情形下的一般中心

极限定理，Hundrieser 等[7]则进一步指出，即使渐近意义下是正则的，有限样本下经典逼近仍可能明显

不准。更值得注意的是，smeariness 在实际数据中往往难以事先判定，因此它并不是一种罕见病态，而是

一个需要普遍防范的风险。 
经验似然为回避 Hessian 提供了一条自然的途径。经验似然由 Owen 系统发展，它与一般估计方程之

间的紧密联系由 Qin 和 Lawless 阐明，详情参见文献[8]-[10]；Hjort 等[11]把它的适用范围扩展到含讨厌

参数的插入估计、慢于 1 2n− 的收敛速率以及估计方程个数较多的情形，Chen 和 Van Keilegom [12]则对回

归情形下的经验似然方法作了系统综述。在流形数据方面，Kurisu 和 Otsu [13]建立了相应的经验似然：

他们利用流形的局部欧氏结构刻画样本 Fréchet 均值所满足的估计方程，据此构造经验似然函数，证明了

Wilks 定理，并指出单样本的枢轴量对 smeariness 是稳健的。之所以如此，原因在于该枢轴量的极限只依

赖估计函数的矩协方差，而完全不涉及 Fréchet 函数的 Hessian。此后，Bharath 等[14]把这一构造推广到

openbook 这样的分层度量空间。不过需要指出的是，上述工作所给出的推断对象大多是单个或者逐点的

参数，这恰恰是本文要补上的两个空缺。 
与本文所关心的两个问题直接相关的，还有两篇文献。其一是条件 Fréchet 均值。它的估计由 Petersen

和 Müller [15]提出的 Fréchet 回归给出，该文把 Fréchet 均值的概念推广为条件 Fréchet 均值，并建立了全

局与局部加权两种回归形式；Chen 和 Müller [16]借助经验过程的工具给出了局部 Fréchet 回归的一致收

敛速率。这两项工作解决的是估计问题，而如何为整条条件均值曲线给出同时的置信带，则尚未涉及。

其二是 Fréchet 均值集。Schötz [17]给出了均值集的强大数律，Evans 和 Jaffe [18]建立了相应的极限定理，

Blanchard 和 Jaffe [19]则在 Hausdorff 度量下构造了相合估计；集合型参数置信区域的一般框架可参见

Chernozhukov 等[20]。在这些结果之上，Kurisu 和 Otsu [13]以经验似然函数作为准则函数给出了相合的

水平集估计。本文第 4 节的均值集区域，正是在这一构造的基础上补上覆盖概率的校准。 
综合来看，本文的工作可以概括为两点：(1) 条件 Fréchet 均值的同时置信带。针对有限个预测值构

成的网格，给出由逐点极限经联合界得到的同时带。该构造不依赖带宽收缩下的经验过程 Donsker 条件，

因而形式简单、易于实现；同时给出一个乘子自助的实用阈值，有关的讨论见注 2。(2) Fréchet 均值集的

置信区域。以经验似然函数作为准则函数构造水平集估计，给出乘子自助的覆盖校准，并刻画该区域在

总体平稳集之外的超出行为以及边界情形。 
最后需要说明的是，经验似然在流形上的基本构造、Wilks 定理及其对 smeariness 的稳健性均来自

Kurisu 和 Otsu [13]；本文在此基础上处理上述两类集合型推断，并不重复这些基础结果。在理论层面，

本文补充了三处细节：逐点极限证明中核偏差项的处理(见定理 1 的证明与注 1)、乘子自助阈值渐近正确

性的说明(见引理 1)，以及网格点数随样本量增长时联合界失效的机理(见注 2)。后文的安排如下：第 3 节

给出条件 Fréchet 均值的同时置信带，第 4 节给出 Fréchet 均值集的置信区域，第 5 节报告数值研究，最

后是结论。 

2. 预备：流形经验似然框架 

本节回顾已有文献所建立的流形经验似然框架。本文后续的两类构造都以它为基础，因此有必要先
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把记号与基本事实交代清楚。 

2.1. 记号与估计函数 

设为 m维 Riemannian 流形，其上的测地距离记为 d ，并设观测到取值于的随机对象 X 。记

Fréchet 函数为 ( ) ( )2 ,F p E d p X =  ，它的最小值点即 Fréchet 均值 µ 。对任意 p∈，切空间记为 pT ，

指数映射与其逆分别记为 exp p 与；后者把流形上的点送回切空间，从而使得在均值附近可以像在欧氏空

间中一样进行线性化处理。 
估计函数由图表 Fréchet 函数在原点的导数给出。沿用 Kurisu 和 Otsu [13]的构造，当 2q = 时该估计

函数恰 ( ), 2 logg X Xµµ = − ，于是 ( )2 ,g d Xµ= ，并且由 µ 的最小性可得 ( )2 ,g d Xµ= 这一等式正是

把 Fréchet 均值的求解转化为估计方程求解的关键。关于 1q = (即中位数)的情形以及相应的曲率引理，亦

参见 Kurisu 和 Otsu [13]。 

2.2. 经验似然 

以该估计方程为基础构造的经验似然统计量 ( )µ 取对偶形式，它是一个关于乘子 λ 的低维凸优化问

题，其具体表达式、原假设下的极限(即 Wilks 定理)以及由此得到的置信区域，分别参见 Owen [9]与 Kurisu
和 Otsu [13]，此处不再重录。后文把相应的置信区域记为 ( ){ }2

1 ,1: mC α αµ µ χ− −= ≤ 。 
值得指出的是，该统计量所依赖的只有估计函数的矩协方差，而与 Fréchet 函数的 Hessian 无关。正

因如此，即使 Hessian 退化、Wald 型方法失效，上述置信区域仍能保持名义覆盖，这也是本文在流形数

据上选用经验似然的根本原因。 

3. 条件 Fréchet 均值的同时置信带 

3.1. 局部经验似然 

设 kZ ∈ 为欧氏预测变量， X ∈为响应变量，并观测到独立同分布的样本 ( ), , 1, ,i iX Z i n=  。为

刻画 X 随 Z 变化的规律，需要把 Fréchet 均值的概念局部化：核加权局部 Fréchet 函数及其样本版本

( );F p z 与 ( )ˆ ;nF p z 的构造见 Petersen 和 Müller [15]与 Chen 和 Müller [16]，其基本思想是在预测值附近用

核函数给样本加权，使远离 z 的观测贡献较小，此处不再重录。记条件 Fréchet 均值为 ( )arg min ;z p
F p zµ = ，

它是曲线 zz µ 上的一个点。 
相应的局部经验似然统计量为 

 ( ) ( )1; 2max log 1 ,n i
z i zi

Z zz K g X
hλ

µ λ µ
=

 −  ′= +  
  

∑  (1) 

即在经验似然统计量中以核权 ( )( )iK Z z h− 加权各样本的贡献。直观地说，与 z 较近的样本被赋予

较大权重，从而使得该统计量只反映 z 附近的局部信息。 

3.2. 逐点极限 

局部经验似然统计量的第一个性质，是它在逐点意义下具有稳定的极限分布。 
定理 1 (逐点极限)。在正则条件下(样本独立、 zµ 唯一且可识别、核函数有界对称 Lipschitz、条件光

滑性等)，当 0h → 、 knh →∞且欠光滑 4 0knh + → 时，局部经验似然统计量依分布收敛到 2
mχ 。 

证明. 记 ( ) ( )( )i iK z K Z z h= − ， ( ) ( ),i i i zg K z g X µ= 。由核有界与条件光滑性， 

( )( )1 2
max k

i pi
g o nh= ；由 ( ) 0Zf z > 和 ( ) 0z zΣ  ， 
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( ) ( ) ( )2 d 0,z Z zV f z z K u u= Σ ∫   

故对偶解存在且 ( )( )1 2ˆ k
pO nhλ

−
= 。由 ( ) ( )

2
3log 1

2
xx x O x+ = − + 与一阶条件 ( )ˆ1 0i ii g gλ′+ =∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1ˆ ˆ 1 1; 2 1 ˆ2 1 1 ,z i i p i z i pi i i ik k

z g g o g V g o
nh nh

µ λ λ −
′    ′ ′= − + = +    

     
∑ ∑ ∑ ∑  

其中 ( ) 1 2ˆ k
z i i iiV nh K g g

−
′= ∑ ；欠光滑 4 0knh + → 使核偏差在 ( )2kO h + 尺度上可忽略，中心化与非中心化

版本同极限。 
把加权和分解为中心化部分与偏差部分 

[ ]( ) [ ]1 1 1 : ,i i i i n ni i ik k k
g g E g E g S B

nh nh nh
= − + = +∑ ∑ ∑  

则 ( )1n pS O= 。记 ( ) ( ), |zb u E g X Z uµ= =  ，由 zµ 的最小性 ( ) 0b z = ，故 

( ) ( )[ ] ( )22b z hu h b z u O h u+ = ∂ + ；再由核的对称性与 Lipschitz 连续性，线性项的主项积分为零、余项为

( )2O h ，于是 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )2d ,k
i ZE g K u b z hu f z hu u O h += + + =∫  

( ) ( )( )1 22 4 0.k k
n k

nB O h O nh
nh

+ += = →  

这正是欠光滑条件的作用，使核平滑带来的偏差在 knh 尺度上被完全压掉，因此不需要任何偏差修

正。 
由核加权中心极限定理[16]， 

( )1 0,
d

i zik
g N V

nh
→∑ ，故 ( ) 2;

d

z mzµ χ→  

□ 

注 1. 欠光滑条件 4 0knh + → 比带宽的最优阶 ( )1/ 4kh n− +
 更严格。若只要求 ( )4 0,knh c+ → ∈ ∞ ，则 Bn

不再消失， ( );z zµ 的极限变为非中心 ( )1

22 1 2

z
m z V

cχ δ − ，其中 zδ 由 ( )b z∂ 与核的二阶矩决定，此时需要显式

的偏差修正才能恢复 Wilks 定理。本文采用欠光滑路线，因为它不必估计 b∂ ，实现最简单。 
其中的欠光滑条件 4 0knh + → 用于压低核平滑所引入的偏差，使其不影响一阶极限分布。于是对每个

固定的 z ，逐点 ( )100 1 %α− 带为 ( ){ }2
,1: ; mz αµ µ χ −≤ ，即在切空间中给出一个以为中心的椭球状区域。 

3.3. 有限网格同时带 

逐点带虽然对每一个 z 都成立，却不能同时覆盖整条曲线。若要在若干预测值上同时作出判断，需

要把逐点结果组合起来。对有限网格{ } 1

N
c c

z
=
有下述结果。 

定理 2 (有限网格同时置信带)。在定理 1 的条件下， 

 ( )( )2
,11

liminf max ; 1 .
cz c m Nn c N

z αµ χ α−→∞ ≤ ≤
≤ ≥ −  (2) 

证明. 由定理 1，有 ( ) 2;
c

d

z c mzµ χ→ ，故 0η∀ > ， ( )( )2
,1limsup ; .

cz c m N
n

z Nαµ χ α η−> ≤ +  
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由联合界， 

( )( ) ( )( )2 2
,1 ,111

max ; ; .
c c

N
z c m N z c m Ncc N

z z Nα αµ χ µ χ α η− −=≤ ≤
> ≤ > ≤ +∑    

令 0η → 取下极限即得(2)。 
□ 

定理 2 表明， ( ){ }2
,11

: ;N
c m Nc

z αµ µ χ −=
≤



构成了条件 Fréchet 均值{ }czµ 的同时置信区域。这里有三点

值得注意。第一，证明只用到逐点收敛，而没有用到网格上的经验过程一致 Donsker 条件，这使得构造

在理论上容易验证、在实现上也十分直接。第二，代价是阈值由
2

,1m Nαχ − 放大到
2

,1m Nαχ − ，因此当网格点较 

多时结果偏保守——这是联合界方法的固有代价。第三，定理要求网格点数 N 固定，关于网格随样本量

增长的情形见注 2。 
注 2. 定理 2 要求网格点数 N 固定这，一点无法直接放松。若 nN N= →∞，则 ( )2

,1 ~ 2log
nm N nNαχ α−

发散，联合界给出的带虽然仍覆盖整条曲线，宽度却随之发散而失去意义，故必须改为直接研究网格上

最大值 ( )max ;
gz gg

zµ 的分布。这需要三样工具：一是核加权经验过程在网格上的一致逼近(即带宽收缩下 

的 Donsker 性质)，二是上确界分布的高斯逼近，其误差随网格点数只以对数速度增长，三是抗集中不等

式，用以把“分布收敛”提升为“自助分位数收敛”。相应的极限分布也不再是独立 2
mχ 的最大值：网格

点弱相关时阈值约为 2log nN ，而网格足够密、相邻点近似共线时有效独立点数退化为 ( )kO h− ，阈值约为 
2

,1 km hα
χ −−

。这说明 Bonferroni 阈值的保守程度由网格点之间的相关性决定，而乘子自助能自动适应这种 

相关性，因而在网格加密时更值得推荐。本文不展开这一更精细的理论，而给出有效而略显保守的有限

网格带；向连续预测带的推广是一个自然的后续方向。 

3.4. 算法与调参 

实践中可以用乘子自助阈值替代 Bonferroni 阈值，以获得更紧的带宽。记 ( ) ( )( )i iK z K Z z h= − ，具

体步骤见算法 1。 
 
Algorithm 1. Simultaneous confidence bands for the conditional Fréchet mean (multiplier bootstrap threshold) 
算法 1. 条件 Fréchet 均值的同时置信带(乘子自助阈值) 

输入：样本： ( ){ } 1
,

n
i i i

X Z
=
、网格{ }

1

G
g g

z
=
、核 K 、带宽 h 、水平α 、自助次数 B  

输出：同时带 ( ) ( ){ }1; ˆ, :g gz z c αµ µ −≤  

1：对每个 gz ，计算 ˆ
gzµ 、统计量 ( );ˆ

gz gzµ 和 ˆ
gzV  

2：for 1b = to B  

3：抽取乘子 ( )b
iω ，计算 ( ) ( )*, b

n gz ，并取 ( ) ( ) ( )*,maxb b
n gg

s z=   

4：end for 

5：取 ( ){ }( )1 quantile ,ˆ 1bc sα α− = −  

6：返回 ( ){ }1: ; ˆgz c αµ µ −≤  

 
该算法的思路是：先对每个网格点分别算出局部统计量，再用乘子自助模拟这些统计量在网格上的

最大值的分布，取其分位数作为统一阈值。由于阈值同时作用于全部网格点，这样得到的同时带通常比
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Bonferroni 带更窄。 
引理 1 (自助阈值的相合性). 设定理 1 的条件成立，{ }iω 为与数据独立的乘子， [ ] 1iω = 、 ( )Var 1iω = 、

4
iω < ∞ ，且网格点数G 固定。记 ( )~ 0,z zW N V 为逐点极限，则算法 1 的阈值满足 

1

2

1 1 1
max ,ˆ

g
zg

p

zg G V
c q Wα α −− − ≤ ≤

 
→   

 
 

并且 

( )( )11
lim ma ; ˆx 1 .ˆ

gz gn g G
z c αµ α−→∞ ≤ ≤

≤ = −  

证明. 把定理 1 证明中的二次展开搬到自助版本(以 iω 替换常数权、以 ˆ
gzµ 替换

gzµ )，并把 ( ), ˆ
gi zg X µ

在
gzµ 处展开：由 ( )( )1 2

ˆ
g g

k
z z pO nhµ µ

−
− = 与 ( ) ( )k

i i g pi K z O nhω =∑ ，这一替换只带来 ( )1po 的差别。于

是自助统计量的条件分布与 

( ) ( ) ( ) ( )11 1, , , 1, ,
g g gi i g i z z i i g i zi ik k

K z g X V K z g X g G
nh nh

ω µ ω µ−
′   

=   
   

∑ ∑  的联合分布相同。视数据

给定，{ }1iω − 为独立的中心化随机变量，由定理 1 的矩条件满足 Lindeberg 条件，故上式在给定数据下

依概率收敛到{ }
1g

G

z
g

W
=
的联合分布。由于G 固定，由连续映射定理， ( )( ) 1

2
* |max max ,

g
zg

p

n g n zg g V
z W

−

 
→   

 
  

该极限的分布函数连续，故 1̂c α− 依概率收敛到它的1 α− 分位数。另一方面，由定理 2 与连续映射定理，

( )ˆmax ;
gz gg

zµ 依分布收敛到同一个极限。两者相减即得覆盖概率收敛到 1 − α。证毕。 

注 3. 引理 1 给出的是等式而非定理 2 中的下界。网格点之间的相关性使
1

2
max

g
zg

zg V
W

−
的 ( )1 α− 分位 

数通常严格小于独立情形的
2

,1m Gαχ − ，这正是算法 1 比 Bonferroni 带更紧的原因。需要注意，该结论依赖

G 固定：当G →∞时，上确界分布的局部增量需要额外的抗集中条件才能控制，分位数相合性不再自动

成立。 
关于调参，有两点需要注意。其一是带宽：逐点极限要求 knh →∞与 4 0knh + → ，前者保证方差可控，

后者保证偏差可忽略；实践中常取以在偏差 ( )2kO h + 与方差之间取得平衡。其二是网格：应保证每个网格

点的核支撑内都有不可忽略的样本量，例如取间距与 h 同阶的正则网格。对同时带的阈值，式(2)中的

Bonferroni 阈值是保守的，而算法 1 给出的乘子自助阈值在实践中更紧(有关讨论见注 1)。 

4. Fréchet 均值集的置信区域 

4.1. 平稳集与水平集估计 

前面的讨论都假定 Fréchet 均值唯一。然而当 Fréchet 函数的最小值点不唯一时，总体的位置参数就

不再是一个点，而是均值集合 ( )arg min
p

F p= 。此时逐点的置信区间不再适用，需要为整个集合给出置

信区域。 
处理这一情形的一个自然思路是利用经验似然函数本身作为准则函数。记平稳集 

( ){ }: , 0U p E g X p= =   ，它包含  ；在U 上估计方程成立，经验似然统计量 ( ) ( )1pp O= ；而在之外，

由于估计方程不成立， ( )p →∞ 。这一对比说明，经验似然函数的水平集恰好可以用来估计U ；Kurisu
和 Otsu [13]正是据此给出了相合的集合估计 ( ){ }: logˆ

nU p p C n= ≤ 。由于U ⊇ ，对U 的覆盖结论自动
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覆盖均值集；当然，当二者的包含关系严格时，该区域并非 E 的精确区域，这一点在使用时需要留意。

以下讨论水平集 

 ( ){ }1 1: ˆ ,nC p K p cα α− −= ∈ ≤  (3) 

其中 1̂c α− 为乘子自助上确界 1̂c α− 的条件1 α− 分位数。 

4.2. 覆盖定理 

为保证上述水平集具有名义覆盖，需要对总体与核函数作若干正则性假设。 
假设 1 .  设 K U⊇ 紧。(A1)类为 Donsker 且各阶矩连续有界；(A2)局部可识别：在 U 附近 

( ) ( ), ,E g X p cd p U β≥   (A3)水平集 ˆ
nU 依 Hausdorff 距离相合；(A4)高斯上确界律T 在其1 α− 分位数处

无原子；(A5)一致固定备择相合性：在远离 U 的紧集上 ( ) ( ) 0
p

n p n D p→ > ；(A6)经验似然统计量的乘

子自助一致展开。 
其中(A1)保证经验似然函数作为随机过程具有良好的一致行为，(A2)保证平稳集可以被识别，(A3)保

证水平集不会跑到平稳集之外，(A4)是分位数推断的常规技术条件，(A5)与(A6)分别控制区域在平稳集之

外的扩张与自助校准的精度。更具体地说，(A1)是经验过程的常规条件，可用函数类的复杂度或逐点

Lipschitz 条件验证；(A2)刻画估计方程在平稳集附近的分离速度， 1β = 对应正则情形，Hessian 退化时 β
相应变大；(A4)在极限高斯过程轨道连续、协方差非退化时自动成立；(A6)是唯一直接涉及自助的条件，

其可验证的版本即下文算法中的自助相合性。 
定理 3 (均值集覆盖). 在假设 1 下，式(3)的水平集满足单侧覆盖 

 ( )1liminf 1 .
n

U C α α−→∞
⊆ ≥ −  (4) 

证明. 记 ( ) ( ),p E g X pλ =    、 n n n=  ，并记 ( )W p 为 ( ) ( ) ( ){ }1
n pn p p V pλ λ−′− 的极限高斯过程，

( ) 1

2
sup

pVp U
T W p −

∈
= ；由假设 1 的(A1)，W 存在且的分布连续可微。由假设 1 的(A6)， *

n 与 n 在 ˆ
nU 上同模

连续，故 

( ) ( )1 1ˆ 1pc q T oα α− −− =  

由假设 1 的(A2)与(A3)， ( ) ( ),p cd p U βλ ≥ 且 ( ) ( ), 1ˆ
H n pd U U o= ；由假设 1 的(A5)，对有 

( ) ( ) ( )( )1 1n pp D p o≥ + 而 ( )1̂ 1pc n oα− = ，故 

( ) ( ) ( )* *

ˆ
sup sup 1

n
n n p

p Up U
p p o

∈∈
= +   

由假设 1 的(A4)， ( )( )1 1T q Tα α−≤ = − ；在U 上 [ ] 0E g = 故 ( ) ( )1n pp O= ，于是 

{ } { }1 1̂U C T cα α− −⊆ = ≤ 至 ( )1po 。综合即得(4)。 

□ 
注 4. 定理 3 给出的是单侧覆盖，即平稳集被区域包含的概率。与此相关的另一个问题是区域是否会

超出平稳集。事实上，在 K 中任一与分离的紧子集上， ( ) ( ) ( )1 0n pp n p V pλ λ−′→ > 而 ( )1 1ˆ pc Oα− = ，故

1C α− 落入该子集的概率趋于零。由此可知，当水平满足时 ( )1 , 0
p

Hd C Uα− → ；而对固定的 ( )0,1α ∈ ，式(4)

的单侧覆盖才是恰当的陈述，此时不宜宣称 Hausdorff 收敛。 
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5. 数值研究 

本节通过两个数值实验考察前述构造的有限样本表现。所有实验在S2上进行，随机数由固定种子生成。 

5.1. 同时带的校准 

第一个实验考察有限网格同时带的覆盖。在 2S 上取如下设定： 

[ ] ( ) ( )( ) ( )0,1 , sin 0.4 1.2 ,0,cos 0.4 1.2 , ~ vMF ,|
iz i i ZZ z z X Zµ µ κ∈ = + +  

核函数取 Epanechnikov 核， 2m = 。表 tab:cov 报告了有限网格上 ( )max ;
cz cc

zµ 分别被逐点阈值、

Bonferroni 阈值与乘子自助阈值覆盖的频率，名义水平为 0.95，每行的重复次数为 200。 
 
Table 1. Simultaneous coverage of local empirical likelihood over a finite grid (nominal 0.95) 
表 1. 有限网格上局部经验似然的同时覆盖(名义 0.95) 

设定 自助 逐点 Bonferroni 配对自助 

κ = 2, n = 600, h = 0.25 0.96 0.85 0.97 0.94 

κ = 5, n = 600, h = 0.25 0.95 0.87 0.96 0.95 

κ = 2, n = 600, h = 0.35 0.97 0.85 0.98 0.94 

 

 
Figure 1. Simultaneous coverage of local empirical likelihood on a finite grid (nominal 0.95). Red represents the point by 
point threshold, green represents the Bonferroni threshold, and blue represents the multiplier bootstrap threshold; The horizon-
tal dashed line represents the nominal level 
图 1. 有限网格上局部经验似然的同时覆盖率(名义 0.95)。红色为逐点阈值，绿色为 Bonferroni 阈值，蓝色为乘子自

助阈值；水平虚线为名义水平 

 
由表 1 和图 1 可以看出三点。第一，若直接沿用逐点阈值，则整条曲线的实际覆盖率只有 0.85 至
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0.87，明显低于名义水平；这正说明逐点带不能替代同时带。第二，Bonferroni 阈值的覆盖率为 0.96 至

0.98，略高于名义水平，与定理 2 所预言的保守性一致。第三，乘子自助阈值最接近名义水平，覆盖率在

0.94 至 0.97 之间，说明算法 1 在实践中确能给出更紧的同时带。 

5.2. 均值集的覆盖 

第二个实验考察均值集置信区域的表现。取 2S 上 ( )vMF N 与 ( )vMF S 的等权混合，可以验证其总体

Fréchet 均值集恰为赤道——因为两个分量关于赤道对称，且赤道上的任意一点都使 Fréchet 函数取到相

同的全局最小值。由于该集合包含无穷多个点，它是检验集合型推断的合适例子。 
数值结果显示，乘子自助区域在几乎全部重复中都完整地包含了整条赤道，覆盖率不低于 0.97，与

定理 3 的结论相符；相比之下，若改用朴素的 χ2 阈值，则在部分设定下无法覆盖整个均值集。图 2 的左

侧给出了一次典型重复中的置信区域，右侧给出两种阈值下覆盖率随重复次数的变化。 
 

 
Figure 2. The confidence region of the non unique Fréchet mean set (equatorial). Left: The contour map of the empirical 
likelihood statistic ( )µ  on the sphere, with the horizontal axis representing azimuth φ  and the vertical axis representing 

colatitude θ . The more green the color, the smaller θ  is 
图 2. 非唯一 Fréchet 均值集(赤道)的置信区域。左：球面上经验似然统计量 ( )µ 的等值图，横轴为方位角φ 、纵轴

为余纬θ ，颜色越偏绿表示θ 越小 

 
图 2 中红色虚线为真实均值集即赤道。经验似然函数以平稳集为准则，而 U 除赤道外还包含两极(两

极位于旋转对称轴上，故 Fréchet 函数在该处的梯度必为零)，于是图中赤道与两极附近都呈绿色带；洋

红色等值线为乘子自助阈值所对应的区域边界，它完整地包含整条赤道，青色等值线为逐点阈值所对应

的边界，范围偏小。右：两种阈值对整条均值集的覆盖率随 ( ),n κ 的变化。 
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6. 结论 

本文在流形经验似然框架下处理了两类集合型推断问题。对于条件 Fréchet 均值，本文给出了有限预

测值网格上的同时置信带：它由逐点极限配合联合界得到，构造简单、理论条件弱，不需要带宽收缩下

的经验过程 Donsker 条件；文中同时给出了一个乘子自助的实用阈值，并说明了该阈值渐近正确、且比

Bonferroni 阈值更紧的理由(引理 1)，数值结果显示它比 Bonferroni 阈值更接近名义水平。对于 Fréchet 均
值集，本文以经验似然函数作为准则函数构造水平集估计，并用乘子自助校准其覆盖概率，同时刻画了

区域在平稳集之外的超出行为。数值实验与理论分析的结果一致。后续工作可以在两个方向上进一步展

开。一是连续预测带，即让网格随带宽一同增长。此时每点的水平趋于零，需要一致的中偏差逼近或者

相关高斯过程上确界的极值理论，这是把本文的有限网格结果推广到连续情形的关键。二是把上述构造

推广到条件中位数(即 1q = 的情形)，这需要建立相应的局部中位数理论。 
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