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Abstract 
The exchanged folded hypercube ( )EFH s t,  is an attractive variant of the hypercube and ob-
tained by adding some complementary edges from an exchanged hypercube. It not only maintains 
most of desirable properties of the exchanged hypercube, but also has diameter about half of the 
exchanged hypercube, and has lower cost factors and constant node degree. In this paper, we will 
further focus on the properties of exchanged folded hypercube and provide some up bounds for 
the domination number of exchanged folded hypercube: 1) When s t s, 1, 2≥ ≥ ,  

( )( ) ( ) ( )s t s s
tEFH s t Q2 2, 2 2 2+ − −≤ + −γ γ ; 2) When s t t2 , 3≤ ≤ ≥ ,  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )s t c
t sEFH s t Q Q, 2 4 2 1 −≤ − + +γ γ γ ; 3) When s t t2 , 3≤ ≤ ≥ ,  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )s p t c
t sEFH s t Q Q, 2 2 2 1 −≤ − + +γ γ γ , where ( )  p t2log 1= + . 
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摘  要 

交换折叠超立方体 ( )( )EFH s t s t, 1, 1≥ ≥ 作为超立方体的变体，是在交换超立方体的基础上增加补边形
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成的。它不仅保留了交换超立方体结构的大部分拓扑特征，而且直径几乎是交换超立方体的一半，有更

低的成本因素和恒定的结点度。本文中，我们将进一步研究交换折叠超立方体的性质,并给出了交换折叠

超立方体的控制数的一些上界：1) 当 s t s, 1, 2≥ ≥ ，有 ( )( ) ( ) ( )s t s s
tEFH s t Q2 2, 2 2 2+ − −≤ + −γ γ ；2) 当

s t t2 , 3≤ ≤ ≥ ，有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( )s t c
t sEFH s t Q Q, 2 4 2 1 −≤ − + +γ γ γ ；3)  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )s p t c
t sEFH s t Q Q, 2 2 2 1 −≤ − + +γ γ γ ，其中 s t2 ≤ ≤ ， t 3≥ ， ( )  p t2log 1= + 。 
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1. 引言 

超立方体( n 维超立方体通常由 nQ 表示)是一种具有许多优良的性质的互连网络拓扑结构之一，在工

业计算方面和应用开发方面有着广泛的应用，是高性能并行计算机的主要研究课题之一。然而，为了进

一步改善超立方体的性能，人们在超立方体的基础上提出了许多变体结构，例如折叠超立方体 nFQ  
([1]-[7])、加强超立方体 ,n kQ  ([8]-[13])、交叉立方体 nCQ  ([14] [15])、Gaussian cube [16]、交换超立方体

( ),EH s t  ([17]-[22])等等。  
事实上，超立方体有两种类型的变体，第一种是为了提高连通性、缩短传输延迟，可以通过增加一

些边来实现，第二种是为了减少成本和复杂度，这种情况可以删除一些边来实现。Ahmed EL-Amawy [7]
提出了 n 维折叠超立方体 nFQ ， nFQ 是通过在超立方结构中增加边而体形成的，并且被证明 n 维折叠超立

方体的直径大约是 n 维超立方体的一半，折叠超立方体还具有很多其他优秀的性质。然而，由于折叠超

立方体中大量增加的了边的数目，导致硬件成本增加。为了减少边的数量从而减少成本和复杂度，Loh et 
al. [18]提出了交换超立方体 ( ),EH s t ，它是通过从超立方体中删除边形成的，它不仅保持了超立方体网

络的许多优良性质，并且有效的将超立方体的边数减少将近一半。虽然 ( ),EH s t 极大程度地减少了互连

网络复杂度，但它仍然有一些不足。例如，交换超立方体的直径要远大于折叠超立方体的直径。为了提

高交换超立方体和折叠超立方体的性能，一种新的互连拓扑结构交换折叠超立方体 ( )( ), 1, 1EFH s t s t≥ ≥

被 Heng Qi [23]提出，是在交换折叠超立方体的基础上通过添加二进制位距离最远的结点组成的，形成的

边叫做补边。交换折叠超立方体不仅保留了交换超立方体结构的大部分拓扑特征，同时也结合了折叠超

立方体结构的许多优点。交换折叠超立方体的直径几乎是交换超立方体的一半；当网络结构的维度无限

大时，交换折叠超立方体 ( ),EFH s t 的边数是 ( )1s t+ + 维折叠超立方体边数的一半；交换折叠超立方体拥

有突出的成本因素，更短的延迟，更少的信息流量密度。关于交换超立方体，已经有了很多非常好的结

果。例如[17]中对 ( ),EH s t 提出一种时间复杂度为 ( )( )1,1O n n s t s t= + + ≤ ≤ 的最短路由算法；文献[18]
证明了 ( ),EH s t 能够分解成两个 ( ), 1EH s t − 或者 ( )1,EH t s− ，给出了它的直径是 ( )2s t+ + ，指出交换超

立方体含有 Hamilton 圈，可嵌入线性阵列，网格和树等结构；文献[19]证明了 ( )1,EH t 和 ( )2, 2EH 不是

偶泛圈，但是 ( )( ), 2EH s t s t≤ ≤ 含有长度从 8 到 12s t+ + 的所有偶圈；[20]中讨论了交换超立方体的广义容
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错度量 ( )hκ 和 ( )hλ ，证明当 0 h s≤ ≤ 时， ( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , 2 1h h hEH s t EH s t s hκ λ= = + − ；文献[22]提出当 s t≤

时， ( ),EH s t 的超连通度和边超连通度为 2s。然而关于交换折叠超立方体的研究还非常有限，本文中我

们主要针对交换折叠超立方体的性质进行探讨。 
关于控制数的研究，已经有了很多好的结果。[24]给出了一些维度比较小的超立方体的控制数，例如

( )5 7Qγ = ， ( )6 12Qγ = ， ( )7 16Qγ = ，并且对于 7n ≥ ， ( ) 32n
nQγ −≤ ；[25]中设 nΛ 是 n 维 Lucas cube， 

并证明了
2
3

nL n
n
− 

 − 
是 ( )nγ Λ 的上界，其中 nL 是第 n 个 Lucas 数；在文献[26]中，令 H 是G 的子图，两个 

图的积 G H× 是一个图满足下列条件： ( ) ( ) ( )V G H V G V H× = × ， ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,g h g h E G H∈ × 当且仅当

( )1 2 1 2,g g h h E H= ∈ ，或者 ( )1 2 1 2,g g E G h h∈ = 。图G 的控制数定义为 ( )Gσ ，文章证明了如果G 和 H 是

阶数即顶点个数大于或等于 4 的任意两个连通图，那么 ( ) ( ) ( )G H G Hσ σ σ× = ⋅ 是他们控制数的一半；在

文献[27]中证明了如果G 是一个控制数为 γ 的 ( ),p q 图，则 ( )( )2q p r p r≤ − − + ；[28]研究了交换超立方

体 ( ),EH s t 的控制数，证明了 ( ),EH s t 控制数的上下界，并且证明了对 3s k≥ ≥ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
2 1

, 2 2 2 1
k

k
s k

sEH s t Q Qγ γ γ− −
−

≤ − + + ，这里 nQ− 定义为子图 nQ v− ， ( )nv V Q∈ 。本文中，我

们研究了交换折叠超立方体的控制数，并且给出了交换折叠超立方体的控制数的一些上界： 
1) 当 , 1, 2s t s≥ ≥ ，有 ( )( ) ( ) ( )2 2, 2 2 2s t s s

tEFH s t Qγ γ+ − −≤ + −  
2) 当 2 , 3s t t≤ ≤ ≥ ，有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 4 2 1s t c

t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + +  

3) 当 2 , 3s t t≤ ≤ ≥ ，有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 2 2 1s p t c
t sEFH s t Q Qλ γ γ −≤ − + + ，其中 ( )2log 1p t= +  。 

2. 基本概念 

在本文中，使图和网络术语我们互换使用，文中所指的图均为简单、有限、无向图。对于文中没有

定义的概念与符号请参考文献[29]。 
设 ( ),G V E= 是一个简单无向图，其中 V 和 E 代表点集和边集。集合 ( )D V G⊆ ，如果

( ) \ ,v V G D u D∀ ∈ ∃ ∈ 使得 uv E∈ ，则称集合 D 为图G 的控制集。图G 中含顶点数最少的控制集中的元 
素个数称为图G 的控制数，即可以表示为 ( )

( )
( ){ }min : \ , ,s.t.

D V G
G D v V G D u D uv Eγ

⊂
= ∀ ∈ ∃ ∈ ∈ 。用 nQ 来表 

示 n 维超立方体，点集表示为{ }0,1 n
，即 nQ 中两个每个顶点可以用长为 n 的二进制位串表示。 nQ 中两顶

点 x 和 y 相邻当且仅当他们只有一位不同。由 ( ),H x y 表示的 x 和 y 之间的 Hamming 距离是点 x 和 y 的对

应位串之间的不同位的数量。这里我们用 c
nQ− 表示从 nQ 中删除两个点 x 和 y 后的剩余子图，即

c
n nQ Q x y− = − − ， x 和 y 满足 ( ),H x y n= 。 

因为交换折叠超立方体 ( ),EFH s t 是在交换超立方体 ( ),EH s t 的基础上增加 Hamming 距离最远两点

之间的边的而得到的拓扑结构(这里增加的边定义为补边)，因此，我们先介绍 ( ),EH s t ，再给出 ( ),EFH s t
的定义。 

交换超立方体 ( ) ( ), ,EH s t V E=  ( 1, 1s t≥ ≥ ， ,s t 为整数)，其中V ： 

{ }{ }1 0 1 0 , , 0,1 ,0 1,0 1s t i iV a a b b c a b c i s j t− −= ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ −   

为了简便，设 1 0 1 0s tx a a b b c− −=   ，令 ( ) 1 0sa x a a−=  ， ( ) 1 0tb x b b−=  ， ( )c x c= 。 
边集定义为 0 1 2E E E E= ∪ ∪ ： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , : , ,E x y a x a y b x b y c x c y= = = ≠  

( ) 1 0 1 0
0

1 0 1 0
, s t

s t

x a a b b cx y E y a a b b c
− −

− −

=∈ ⇔  =
 

 

 

其中 1c c= − 。 
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2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 , : , , 1, 1E x y a x a y H b x b y c x c y= = = = =  

( ) 1 0 1 1 1 0
1

1 0 1 1 1 0

1
,

1
s t j j j

s t j j j

x a a b b b b b
x y E

y a a b b b b b
− − + −

− − + −

=∈ ⇔ 
=

  

  

 

其中 1 ,0 1j jb b j t= − ≤ ≤ − 。 
3) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , : , 1, , 0E x y H a x a y b x b y c x c y= = = = =  

( ) 1 1 1 0 1 0
2

1 1 1 0 1 0

0
,

0
s i i i t

s i i i t

x a a a a a b b
x y E

y a a a a a b b
− + − −

− + − −

=
∈ ⇔  =

  

  

 

其中 1 ,0 1i ia a i s= − ≤ ≤ − 。 
交换折叠超立方体 ( ),EFH s t 是在交换超立方体 ( ),EH s t 的基础上增加补边形成的，补边可以用 cE 来

表示，则交换折叠超立方体 ( ),EFH s t 定义如下： 

{ }{ }1 0 1 0 , , 0,1 0 1,0 1s t i iV a a b b c a b c i s j t− −= ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ −  ,  
为了简便，设 1 0 1 0s tx a a b b c− −=   ，令 ( ) 1 0sa x a a−=  ， ( ) 1 0tb x b b−=  ， ( )c x c= ，即将点 x 的坐标

分成三段 ( )a x ， ( )b x 和 ( )c x 。 
边集 0 1 2 cE E E E E= ∪ ∪ ∪ ： 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , : , ,E x y a x a y b x b y c x c y= = = ≠  

( ) 1 0 1 0
0

1 0 1 0

, s t

s t

x a a b b c
x y E

y a a b b c
− −

− −

=
∈ ⇔  =

 

 

 

其中 1c c= − 。 
2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 , : , , 1, 1E x y a x a y H b x b y c x c y= = = = =  

( ) 1 0 1 1 1 0
1

1 0 1 1 1 0

1
,

1
s t j j j

s t j j j

x a a b b b b b
x y E

y a a b b b b b
− − + −

− − + −

=∈ ⇔ 
=

  

  

 

其中 1 ,0 1j jb b j t= − ≤ ≤ − 。 
3) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , : , 1, , 0E x y H a x a y b x b y c x c y= = = = =  

( ) 1 1 1 0 1 0
2

1 1 1 0 1 0

0
,

0
s i i i t

s i i i t

x a a a a a b b
x y E

y a a a a a b b
− + − −

− + − −

=
∈ ⇔  =

  

  

 

其中 1 ,0 1i ia a i s= − ≤ ≤ − 。 
4) ( ) ( ){ }, : , 1cE x y H x y s t= = + +  

( ) 1 0 1 0

1 0 1 0

, s t
c

s t

x a a b b c
x y E

y a a b b c
− −

− −

=∈ ⇔ 
=

 

 

 

由上述定义可知， ( ) ( ), , cEFH s t EH s t E= ∪ ，即 ( ),EH s t 是 ( ),EFH s t 的生成子图。 
通常 cE 中每条边的两个端点互相称为对方的补点，即坐标位表示完全不同的一对点称为补点。比如，

点 00 0
称为点11 1 的补点。 

3. 主要结论 

首先介绍一些相关的引理，这些引理对我们的结论的证明非常有帮助。 
引理 3.1. [28]如果 3n ≥ ，则 ( )nV Q 可以被划分为 4 对(成对不相交)控制集。 
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引理 3.2. [30] nQ 里面的顶点能够被分成等份的控制集，每个控制集的顶点数为
( )2log 1

2
2

n

n+  
。 

引理 3.3. [31]令 ( )22 , 3, log 1s t t p t≤ ≤ ≥ = +  ，如果 s p≥ ，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 2 2 1s p t
t sEH s t Q Qγ γ γ −≤ − + +  

定理 3.4. 如果 , 1, 2s t s≥ ≥ ，则 

( )( ) ( ) ( )2 2, 2 2 2s t s s
tEFH s t Qγ γ+ − −≤ + −  

证明： ( ),EFH s t 的四种边子集如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 , : , ,E x y a x a y b x b y c x c y= = = ≠  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1 , : , , 1, 1E x y a x a y H b x b y c x c y= = = = =  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , : , 1, , 0E x y H a x a y b x b y c x c y= = = = =  

( ) ( ){ }, : , 1cE x y H x y s t= = + +  

令 ( )1 ,EH s t 为 ( ),EFH s t 的属于 1E 中的边子集导出的诱导子图，即 ( )1 ,EH s t 中所有点坐标的表示中，

其最左边的 s 位是一样的，并且最右边的一位固定为 1，并且 ( )1 ,EH s t 包含 2s 个与 tQ 同构的不交的子图，

计为 ( ) ( )2
1 1

,
s i

ti
EH s t Q

=
=


，注意每个 ( )i
tQ 与 tQ 同构。在两个同构于 tQ 的诱导子图 ( ) ( )1 2i s

tQ i≤ ≤ 之间是没有

边相连的。 
类似的，令 ( )0 ,EH s t 为 ( ),EFH s t 的属于在 2E 中的边子集导出的诱导子图，即 ( )0 ,EH s t 中所有点坐

标的表示中，其中间一段 s 个坐标位的是一样的，并且最右边的一位固定为 0。事实上， ( )0 ,EH s t 包含 2t

个同构于 sQ 的不交子图，计为 ( ) ( )2
0 1

,
t j

sj
EH s t Q

=
=


。 
首先考虑 ( )0 ,EH s t 中的 ( ) ( )1 2j t

sQ j≤ ≤ ，每个 ( )j
sQ 里面有 2s 个点，根据 ( , )EFH s t 的定义， ( )j

sQ 中的

每个点都分别有一个邻点和补点在 ( )1 ,EH s t 中，但是同一个点的邻点和补点分布在不同的 ( ) ( )1 2i s
tQ i≤ ≤

中。每个 ( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 里面的 2s 个点有 2s 个邻点，这 2s 个邻点恰好分布在 2s 个不同的 ( ) ( )1 2i s

tQ i≤ ≤ 中。

同理，每个 ( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 中的 2s 个点的补点也分布在 2s 个不同的 ( ) ( )1 2i s

tQ i≤ ≤ 中。 
接下来讨论 ( )( ),EFH s tγ 的上界。 ( )0 ,EH s t 里面的点可以表示为 1 0 1 0 0s i ta a a b b− −   ，其中间的

一节 ( ) 1 0tb x b b−=  是固定的，每固定一个 ( )b x 就有一个 ( )j
sQ ，因此 ( )0 ,EH s t 有 2t 个同构于 tQ 的子图

( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 。考虑这 2t 个 ( ) ( )1 2j t

sQ j≤ ≤ ，由引理 3.1，在每个 ( )j
sQ 中选择一个控制集 ( )1 2t

iD i≤ ≤ 使 

1 2 2

1 2
4t

sD D D= = = = ⋅ ，且每个 iD 中的点全部由一对对最远的点组成，即里面每对点的 Hamming 

距离为 s  (这是因为最远点对的坐标只有 1 0s ia a a−   是不同的)。则 2t 个 iD 中，每个 iD 里面的点的中间

一节 ( )b x 都是不一样的，在同一个 iD 里面的点， ( )b x 是一样的，最右一位都为 0，但是 ( )a x 是可变 

的，即有
1 2
4

s⋅ 个不同的 ( )a x 。我们选取的 2t 个 iD ，每个 iD 之间的 ( )b x 不一样，但是每个 iD 之间拥有

相同的
1 2
4

s⋅ 个 ( )a x 。例如在 ( )4,3EFH 中。有 42 个 tQ ， 32 个 sQ ，则我们选取 32 个 iD ，使 

1 2 8 4D D D= = = = 。 1D 里面的点为 00100000 和 11010000，11000000 和 00110000； 2D 里面的点为

00100010和11010010，11000010和00110010； 3D 里面的点为00100100和11010100，11000100和00110100；

4D 里面的点为 00101000 和 11011000，11001000 和 00111000； 5D 里面的点为 00101100 和 1101110，
11001100 和 00111100； 6D 里面的点为 00101010 和 11011010，11001010 和 00111010； 7D 里面的点为

00100110和11010110，11000110和00110110； 8D 里面的点为00101110和11011110，11001110和00111110。 
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在 ( )1 2t
iD i≤ ≤ 里面取一点为 1 0 1 0 0s i tx a a a b b− −=     ( iD 中的 ( ) 1 0tb x b b−=  是固定的 )。在

( ) ( )1 2m s
tQ m≤ ≤ 中 ， x 有 一 个 邻 点 1 0 1 01s ty a a b b− −=    ( ( ) 1 0sa x a a−=  是 固 定 的 ) ， 在
( ) ( )1 2 ,n s
tQ n m n≤ ≤ ≠ 中 x 有一个补点 1 0 1 01s tz a a b b− −=    ( ( ) 1 0sa x a a−=  是固定的)，显然 ,y z 不在同一

个 tQ 中。每一个 ( )1 2t
iD i≤ ≤ 中与 1 0 1 0 0s i tx a a a b b− −=    的 ( ) 1 0sa x a a−=  相同， ( ) 1 0tb x b b−=  不同的

点的邻点全部在 ( )m
tQ ，补点在 ( )n

tQ 中，参考图 1。但是，在同一个 iD 中， 1 0 1 0 0s i tx a a a b b− −=    有一

个最远的点记为 1 0 1 0 0s i tx a a a b b− −′ =    ， x′的邻点在 ( )n
tQ 中，补点在 ( )m

tQ 中，每一个 ( )1 2t
iD i≤ ≤ 中

与 1 0 1 0 0s i tx a a a b b− −′ =    的 ( ) 1 0sa x a a−=  相同， ( ) 1 0tb x b b−=  不同的点的邻点全部在 ( )n
tQ ，补点在

( )m
tQ 中。例如 (4 3)EFH ， ，每个 iD 中 ( ) 0010a x = 的点的邻点都在 ( ) 0010a x = 的 tQ 中，补点在 ( ) 1101a x =

的 tQ 中，因为在 1( , )EH s t 中，每固定一个 ( )a x 就有一个 tQ 。每个 iD 中 ( ) 1101a x = 的点的邻点全部在

( ) 1101a x = 的 tQ 中，补点在 ( ) 0010a x = 的 tQ 中。即
2

1

t

ii
D

=
能控制

1 2
4

s⋅ 个 tQ ，且控制 2t 个 sQ 。 

对剩下的
12 2
4

s s − ⋅ 
 

个 tQ ，令 iD′为剩下的
12 2
4

s s − ⋅ 
 

个 tQ 的最小控制集，则 

( )

( ) ( )1 2

1 12 2 2 2
4 4

2 2 2

t s s s
t

s t s s
t

D Q

Q

γ

γ+ + −

 = ⋅ ⋅ + − ⋅ 
 

= + −
 

证毕。 
定理 3.5. 如果 2 s t≤ ≤ ， 3t ≥ ，则 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 4 2 1s t c

t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + +  
证明：因为 3t ≥ ，由引理 3.1 可知，存在这样的分划使 ( ) 4

1t ii
V Q D

=
=


，其中每个 iD 都是 tQ 的控制

集。我们在 ( ),EFH s t 的导出子图 ( )1 ,EH s t 中的 2s 个 tQ 中选择 4 个 ( ) ( )1 4i
tQ i≤ ≤ ， ( )1 4iD i′ ≤ ≤ 是这 4 个 

( ) ( )1 4i
tQ i≤ ≤ 的控制集，并且 iD′里面的点由

1 12
4 2

t⋅ ⋅ 对最远的点组成，即一对最远的点的 Hamming 距离 

为 t，且 4

1
2t

ii
D

=
′ =



， iD′里面的点的最左边一节 ( ) 1 0sa x a a−=  是固定的，4 个 iD′即有 4 个不同的 ( )a x ，

并且 4 个 iD′ 里面的点的中间一节 ( ) 1 0tb x b b−=  的交集是空集。 iD′ 里面一对最远的点能控制
( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 两对 Hamming 距离为 s 的最远的点，且这两对最远的点不在同一个 ( ) ( )1 2j t

sQ j≤ ≤ 里面。

参看图 2。因为
4

1
2t

ii
D

=
′ =



，则 4 个 iD′能控制 2t 个 ( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 里面的 2t 对 Hamming 距离为 s 的最远

的点，这 2t 对点分别在 2t 个不同的 ( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 里。 

例如在 ( )3,3EFH 中，有 32 个同构于 sQ (为方便，每个就记为 sQ )和在 32 个同构于 tQ 的子图(为方便，

每个就记为 tQ )，在 32 个 tQ 中选取 4 个 iD′， 1D ， 2D ， 3D ， 4D 里面的点全部由一对最远的点构成，因为 
 

 
Figure 1. Subgraphs ( )0 ,EH s t  and ( )1 ,EH s t  of ( ),EFH s t  
图 1. Subgraphs ( )0 ,EH s t  and ( )1 ,EH s t  of ( ),EFH s t  
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Figure 2. Subgraphs ( )0 ,EH s t  and ( )1 ,EH s t  of ( ),EFH s t  

图 2. Subgraphs ( )0 ,EH s t  and ( )1 ,EH s t  of ( ),EFH s t  

 

tQ 里面的点 ( )a x 是固定的， ( )b x 是可变的，所以 1D 中一对最远的点可选取为 0000001 和 0001111， 2D
中一对最远的点可选取为 0010011 和 0011101， 3D 中一对最远的点可选取为 0110101 和 0111011， 4D 中

一对最远的点可选取为 1111001 和 1110111，显然 4 个 iD′里的 ( )b x 的交集为空集。 32 个 sQ 的 ( )b x 是固

定的，每固定一个 ( )b x 就有一个 sQ ，则令 ( )1
sQ 的 ( ) 000b x = ， ( )2

sQ 的 ( ) 001b x = ， ( )3
sQ 的 ( ) 010b x = ， ( )4

sQ
的 ( ) 100b x = ， ( )5

sQ 的 ( ) 111b x = ， ( )6
sQ 的 ( ) 110b x = ， ( )7

sQ 的 ( ) 101b x = ， ( )8
sQ 的 ( ) 011b x = 。 iD′里面的

所有点都有一个邻点和补点在 sQ 中，例如 1D 里面的点 0000001 的邻点 0000000 在 ( )1
sQ 中，补点 1111110

在 ( )5
sQ 中，0001111 的邻点 0001110 在 ( )5

sQ 中，补点 1110000 在 ( )1
sQ 中，并且 ( )1

sQ 中的点 0000000 与点

1110000 是一对 Hamming 距离为 s 的最远的点， ( )5
sQ 中点 1111110 和点 0001110 也是一对 Hamming 距离

为 s 的最远的点，则 1D 里面一对最远的点可以控制 sQ 中两对最远的点，且这两对点不在同一个 sQ 中，则

1D ， 2D ， 3D ， 4D 里面的所有点能控制 32 个 sQ 中 8 对最远的点，且这 8 对点分布在不同的 sQ 中。 

对于 5 2si≤ ≤ ，令 iD′为 ( )i
tQ 的最小控制集，对 1,2, , 2tj =  ，令 jD′′为 ( )( ) cj

sQ
−
的最小控制集，则 

( ) ( ) ( )( )

4 2 2

1 5 1

2 2 4 2

s t

i i j
i i j

ct s t
t s

D D D D

Q Qγ

= = =

−

′ ′ ′′= + +

= + − +

  

 

即 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 4 2 1s t c
t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + +  

定理 3.6. 令 ( )22 , 3, log 1s t t p t≤ ≤ ≥ = +  ，如果 s p≥ ，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 2 2 1s p t c
t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + +  

证明：由引理 3.2 可知 tQ 里面的顶点能够被分成等份的控制集 1, , pD D 。由定理 3.4 的证明可知

( )1 ,EH s t 是
( ) ( )21 , ,

s

t tQ Q 的不交并。对1 2 pi≤ ≤ ，令 iD′为 ( )i
tQ 的控制集， 1 2

, , pD D′ ′
 里面的点由

1 12
22

t
p ⋅ ⋅

对 Hamming 距离为 t 的最远的点组成，
2

1
2

p
t

ii
D

=
′ =



，且 2 p 个 iD′里面的点的 ( )b x 交集为空集。证明过 

程与定理 3.5 的证明是类似的，同样， iD′里面一对最远的点能控制 ( ) ( )1 2j t
sQ j≤ ≤ 里面两对 Hamming 距

离为 s 的最远的点，且这两对点不在同一个 sQ 里。因为
2

1
2

p
t

ii
D

=
′ =



，则 2 p 个 iD′能控制 sQ 里面的 2t 对

Hamming 距离为 s 的最远的点，这 2t 对点分别在 2t 个不同的 sQ 里。 
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对 2 1 2p si+ ≤ ≤ ，令 iD′′为 ( )i
tQ 的最小控制集， jD′′′为 ( )( ) ( )1 2

cj t
sQ j

−
≤ ≤ 的最小控制集。显然 

( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 1

p s t

pi i ji i j
D D D D

= = + =
′ ′′ ′′′= ∪ ∪

  

为 ( ),EFH s t 的控制集，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ), 2 2 2 2t s p t c
t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ + − +  

所以 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 2 2 1s p t c
t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + + 。 

4. 总结 

网络传输速度，网络可靠性，网络结构复杂度等都是设计网络拓扑结构的关键因素，一个合适的拓

扑结构能大大增加网络性能的性价比。交换折叠超立方体 ( ),EFH s t 这种互连的拓扑结构不仅保留了交换

超立方体结构的大部分拓扑特征，同时也具有折叠超立方体结构的许多优良品质。前人对超立方体，折

叠超立方体，加强超立方体，交换超立方体等的研究比较多，但是对交换折叠超立方体的研究不是太多，

本文针对交换折叠超立方体进行探讨，主要关注了交换折叠超立方体的控制数问题，并且得到了交换折

叠超立方体的控制数的几个上界 ( )( ) ( ) ( )2 2, 2 2 2s t s s
tEFH s t Qγ γ+ − −≤ + − ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 4 2 1s t c
t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + + ， ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 2 2 2 1s p t c

t sEFH s t Q Qγ γ γ −≤ − + + 。交换折叠

超立方体的还有许多其他的性质，我们会进一步研究。 
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