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摘  要 

信息技术与数学课程相融合有利于发展学生数形结合能力，帮助学生建立模型思想。文章是以2023年高

考卷的两道圆锥曲线试题为例，在数学问题驱动下，结合GeoGebra软件引导和启发学生对椭圆试题进行

“提出、发现问题，分析、解决问题”，启发思考，得出结果，并在此基础上对双曲线试题进一步研究，

即“发展问题”，为学生以后解决同类试题提供思路，从而在试题类教学中通过“四能”落实和发展学

生的学科核心素养。 
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Abstract 
The integration of information technology and mathematics curriculum is conducive to the devel-
opment of students’ ability to combine numbers and shapes, and helps students to establish model 
ideas. This article takes two conic sections test questions of the 2023 college entrance examination 
paper as an example, driven by mathematical problems, combined with GeoGebra software to guide 
and inspire students to “put forward, find problems, analyze and solve problems”, enlighten think-
ing and get results. On this basis, we further study the hyperbolic questions, that is, “development 
problems”. The purpose of this paper is to provide ideas for students to solve similar examination 
questions in the future, so as to implement and develop students’ subject core literacy through “four 
abilities” in the teaching of examination questions. 
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1. 引言 

《普通高中数学课程标准》(2017 年版 2020 年修订)中指出在数学教学中要重视信息技术运用，注

重信息技术与数学课程的深度融合[1]，实现传统教学手段难以达到的效果，不断优化课堂教学，转变教

学与学习方式，为学生理解概念创设背景，为学生探索规律、启发思路和为学生解决问题提供直观。 
GeoGebra 软件融合了代数与几何的优势，实现曲线和方程实时交互，是探究圆锥曲线问题的利

器。在数学课堂上借助 GeoGebra 软件进行数学探究，引导学生经历“发现问题、提出问题、分析问

题、解决问题”四个阶段[2]，能够解决传统教学的难点，充分体现学生为主体的教学理念和思想。同

时，教师善于利用信息技术工具，能够激发学生学习兴趣，达到良好的课堂效果。 

2. GeoGebra 环境下问题驱动式教学 

问题驱动教学的方法是以教学内容与学生的认知规律为出发点，设计出一系列具有实际教育价值的

问题或“问题串”，将知识有机地贯穿各个问题，在问题的观察、分析与总结中驱动学生的学习动机，

产生探究行为，养成自主探究的良好习惯。 
GeoGebra 环境下的问题驱动式教学是指以问题为指导，融入信息技术元素，提高学生在教学过程

中的主动性，激起学生的求知欲，加强学生对题目的理解，最后使问题得以解决。那么这种教学模式与

解决图形轨迹问题相切合，它优化了传统课堂中呈现“动点”运动轨迹的教学环节，教师通过设置达成

任务的各个子问题，在软件中绘出图形运动情况，将问题与软件操作形成运动轨迹的过程结合，帮助学

生对应去分析、解决问题，加深学生对问题的理解，使教学难点得以解决，从而提高课堂教学效率。 

文章的研究受到了吴立宝教授的文章[3]启发，并借鉴了吴立宝教授高阶思维培养路径图。借助

GeoGebra 软件进行数学探究，引导学生经历“发现问题、提出问题、分析问题、解决问题、发展问题”

五个环节，发现椭圆与双曲线试题中存在相似性的，引导学生将复杂的数学问题进行直观化、简单化，
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形成解决问题的思路，从而提升学生直观想象、数学建模素养，提高学生解决问题能力[4]，见表 1。 
 
Table 1. Content diagram of problem-driven teaching 
表 1. 问题驱动教学环节内容图 

教学环节 具体内容 

发现问题 初步感知问题的来源，问题的位置，能够回忆起知识点的概念，特点及性质 

提出问题 对试题进行分析、拆解，提取出关键的信息，设置合理的问题，启发学生思考 

分析问题 运用 GeoGebra 软件，引导学生理解题目，找出问题答案 

解决问题 在分析问题时，形成解题思路，将解题过程以文字叙述和数学符号的形式呈现出来 

发展问题 激发学生的求知欲，教师将试题拓展，帮助学生建立解决这类试题的框架 

3. GeoGebra 环境下问题驱动式教学，助力高中数学问题解决 

3.1. 发现和提出问题：“直观感受定点存在”问题 

问题是数学的心脏，问题驱动下的试题教学可以引导学生获得更深入的数学，问题与问题之间的跨度

还为学生思维上的探索提供了可能性[5]。定点问题是环环相扣的，适合采用逆推的思想方法，那么在解决

问题前，教师应该帮助学生对题目有系统的理解，设置层层问题，由浅入深逐渐深入，建立解题思路。 
【试题 1】(2023 年高考全国乙卷数学 理 20)： 

已知椭圆 C：的离心率为 5 3 ，点 A(−2, 0)在 C 上。 

(1) 求 C 的方程： ( )
2 2

2 2 1 0y x a b
a b

+ = > > 。 

(2) 过(−2, 3)的直线交 C 于 P，Q 两点，直线 AP，AQ 与 y 轴交点分别为 M、N。 
证明：线段 MN 中点为定点。 
问题 1：椭圆离心率公式是什么？椭圆的性质有哪些？ 
问题 2：过定点的直线表达式怎么求？ 
问题 3：题目中的动直线有哪些，这些直线是否能建立联系？ 
问题 4：点 M、N 有何特点？如何用坐标来表示 M、N？ 

设计意图：试题呈现在学生面前，学生初步感知这是一道圆锥曲线类试题，理解题目中的数学符号，

随后教师展示问题，根据问题在 GeoGebra 软件的辅助下，层层递进，启发学生思考，锻炼学生独立思考

的能力，为解决本道试题做铺垫。 

3.2. 分析问题：“以定点为目标，借助 GeoGebra 将题目具体化” 

GeoGebra 等数学辅助软件究其最根本的体现是将抽象的数学问题及知识更加直观化和具体化，教师

可以借助软件将数学中的数字和符号用图形进行表示，让学生可以体会问题的产生与发展过程，在初步

接触题目时，学生的数学思维是没有完全打开，在试题 1 中，学生仅仅会对特殊值进行分析，而不会具

体的去思考一般情况的特点，此时需要教师对其进行引导，但是引导不是将全部图形展现在学生面前，

在运用软件时也要注意是循序渐进，学生根据数学软件展示的部分图形的变化，提高学生在数学角度去

发现问题，提出问题，分析问题和解决问题的能力[6]。 
【试题 1】分析过程：在试题中给了椭圆的一般表达式、离心率。而离心率公式为 e c a= ，那么利用

椭圆方程的相关关系： 5 3c a = ， 2b = ， 2 2 2a b c= + 。列出关于 a，b，c 的方程组，求得 a，b，c 的值，

可求得椭圆 C 的方程为： ^ 2 9 ^ 2 4 1y x+ = 教师用数学符号语言规定好每个字母，坐标(−2, 3)用字母 B
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表示，线段 M、N 的中点用字母 E 进行表示。题目中 A、B 是定点，从 B 点引出直线与椭圆相交两点 P、
Q 两点，再通过 A 点引出过 P、Q 两点的直线与 y 轴交于 M、N 两点，那么在图形中直线 f (过点 B 与椭

圆相交的直线)、直线 AP 与直线 AQ 是“动”直线(图 1)。我们所要证明的是点 P、Q 与 y 轴相交的动点

M、N 的中点是定点 E，那本题的关键是求出 M、N 点的坐标，M、N 的横坐标都是 0，那教师去引导学

生去求出直线 AP、AQ 的函数表达式，那么就可以将 M、N 的坐标进行表示。 
 

 
Figure 1. Midpoint E construction diagram of fixed-point MN 
图 1. 定点 MN 的中点 E 构建图 

 

 

Figure 2. Midpoint E structure diagram of moving point MN 
图 2. 动点 MN 的中点 E 结构图 
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GeoGebra 绘图操作如下：在左侧状态栏中输入椭圆 eq1、直线方程 f 的轨迹方程表达式、点 A 与点

B 的坐标。输入的直线方程 f 为： 2 3y kx k= + + ，拖动滑动条，可以观察出形成三部分阴影区域，即图 2
中过点 B 的直线扫过的阴影部分轨迹(动直线 1)，直线 f 与椭圆方程 eq1 交于两点 P、Q，连接 AP、AQ 
(动直线 2、3)，并且 M、N 是运动的，而 M、N 的中点 E(0, 3)一直是没有发生改变的，初步得到结论：

M、N 的中点是定点(0, 3) (图 2)。 
绘图区滑动条中的 k 指的是直线 f 的斜率，题目中指出直线 f 与椭圆 eq1 交于两点，即直线 f 与椭

圆 eq1 联立形成关于 x 的含有 k 值的一元二次方程中，判别式大于零，所以 k 的范围：k < 0。 
设计意图：在进行展示时，启动 GeoGebra 软件的滑动条，形象地展现出来直线和椭圆之间不断地

运动与变化，形成本题的数学模型。引导学生观察图像中直线 AP、AQ 与 y 轴交点(图 2：点 M、N)以
及中点坐标 E 的运动情况，启发学生思考：如何求得直线 AP、AQ 学生在此过程中解决教师所设置的

问题，教师帮助学生建立解题思路，提高了学生直观想象与数学建模的素养。 

3.3. 解决问题：“以定点为终点，执行所思所想” 

【试题 1】解题过程：GeoGebra 平台选择特殊点将图形呈现在学生面前，学生尝试估计定点坐标(3, 
0)，拖动滑动条，使运动轨迹清晰地展现出来，学生通过 B 点坐标设出表达式 f (步骤①)；联立直线方程

f 与椭圆方程 eq1，化为关于 x 的一元二次方程(步骤②)；再利用根与系数的关系求得 1 2x x+ ， 1 2x x 的值，

写出 AP，AQ 的方程，求出 M 与 N 的坐标(步骤③)；再利用由中点坐标公式(步骤④)；即可证明 MN 的

中点为定值。 
步骤①：要使过点(−2, 3)的直线交 C 于点 P，Q 两点，则 PQ 的斜率存在且小于 0。 

设 PQ： ( )3 2y k x− = + 即 2 3y kx k= + + ， 0k < ， ( )1 1,P x y ， ( )2 2,Q x y 。 
步骤②：联立 2 3y kx k= + + 与

2 2

1
9 4
y x

+ = 得： ( ) ( ) ( )2 24 9 8 2 3 16 3 0k x k k x k k+ + + + + = 。 

1728 0k∆ = − > ，
( )

1 2 2

8 2 3
4 9
k k

x x
k

− +
+ =

+
，

( )
1 2 2

16 3
4 9
k k

x x
k

+
=

+
。 

步骤③：直线 AP： ( )1

1

2
2

yy x
x

= +
+

，取 0x = ，得 1

1

20,
2

yM
x

 
 + 

。直线 AQ： ( )2

2

2
2

yy x
x

= +
+

，取

0x = ，得 2

2

20
2

yN
x

 
 + 
， 。

 

步骤④：

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )
( )

1 2 2 11 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 2 22 2
2 2 2 2

2 4 3 4 2 3
2 6

2 4

y x y xy y
x x x x

kx x k x x k
x x x x

+ + +
+ =

+ + + +

+ + + + +
= =

+ + +

。 

MN∴ 的中点为(0, 3)，为定点。 
设计意图：信息技术软件呈现研究过程，为教师指导学生探究提供了清晰的思路，学生根据图像展

示出的直线，体会方程之间的变化运动过程，列出含参方程表达式，将直线方程与椭圆方程联立，求得

M，N 的坐标，进而解决问题，形成解决圆准曲线问题的思路。但是圆锥曲线的相关试题计算是有一定难

度的，所以在进行求解过程中，应注重几何知识与代数相结合，即不断提高自身数学运算能力。 
圆锥曲线内容在高考中试题的出现通常是结合多个知识点出现，在计算时坐标中是存在未知数，并

且运用了韦达定理等公式，计算量比较大，通过图形展示，学生可能仅仅知道在图像上具体的变化，而

对计算无从入手，讲解过程中应该结合图像对代数相关知识点进行拆分和衔接，通过设置问题、层层提
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问，学生独立计算，逐渐引导学生到达目标答案。在丰富学生对信息技术软件的认识和提高学生直观想

象能力外，也要提升学生的数学运算能力。 

3.4. 发展问题：若“定点”在定直线上 

【试题 2】(2023 全国新高考 2 卷 21)：双曲线：
2 2

1
4 16
x y

− = ，记双曲线的左右顶点分别为 1A ， 2A ，

过点(−4, 0)的直线与双曲线左支交于 M，N 两点，M 在第二象限，直线 1MA ， 2NA 交于点 P。证明：点 P
在定直线上。 

题目中的已知条件有 1A ， 2A 的坐标，M 在第二象限，直线 1MA ， 2NA 交于点 P，未知条件是证明 P
点的位置是否在定直线上。与试题 1 一样，先设字母 O 代表的是坐标(−4, 0)，试题中提到过点(−4, 0)的直

线与双曲线左支相交于两点。 
问题 1：与上一个题目相比，有什么异同点？ 
问题 2：过定点(−4, 0)的函数解析式如何表示？ 
我们不妨设直线方程 g 为 4x my= − ，由于与双曲线交于两点，需要注意 m 的范围，双曲线的渐近线

为 2y x= ± ，所以 m 的范围为： 1 2 1 2m− < < 。 
问题 3：可以用分析椭圆定点的思路分析双曲线试题中定点在定直线上吗？ 
问题 4：通过 GeoGebra 软件，能否确定题目中的动点、运动的直线分别是什么？ 

 

 

Figure 3. Question 2 preliminary construction diagram 
图 3. 试题 2 初步构建图 
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将试题中的文字语言转化为数学符号语言，挖掘试题的本质内容。 
本题的“动”直线：直线 g、直线 1MA 和直线 2NA ，正是三条直线运动促使直线 1MA ， 2NA 的交点 P

运动，产生 P 点所在的定直线，所以与试题 1 一样，解题的关键在于求出直线 1MA ， 2NA 的函数表达式。

那么，将直线方程 g 与双曲线方程 eq2 联立，形成关于 y 且含有 m 值的一元二次方程，通过 1 2y y 和 1 2y y+

及 1A ， 2A 的坐标可以写出含有直线 1MA ， 2NA 的方程，学生尝试猜想定直线的位置，进而将方程计算、

整理得出定直线(图 3)。 
GeoGebra 操作如下：在左侧状态栏中输入双曲线 eq2、直线方程 g 的轨迹方程表达式、点 O， 1A 和

2A 的坐标。输入的直线方程 g 为 4x my= − ，拖动滑动条，直线 g 运动，牵动直线 1MA ， 2NA 运动，即三

条阴影轨迹部分(图 4 所示)。 
 

 

Figure 4. Straight line g pull straight line 1MA , 2NA  motion structure diagram 

图 4. 直线 g 牵动直线 1MA ， 2NA 运动结构图 

 
当光标停留在 P 点，右键，选择“显示轨迹”(图 5 所示)；引导学生初步推断出点 P 在定直线 1x = −

上，在通过拖动滑动条进一步观察分析，初步猜想结论。 
解决问题：将直线 g 与双曲线 eq2 联立，化为关于 y 的一元二次方程，写出直线 1MA ，直线 2NA 的

表达式，猜想定直线为 1x = − ，所以只需将两个式子做商消去 y 即可，那么得出的结果即为定直线。 
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由题意可知 ( )1 2,  0A − ， ( )2 2,  0A ，设 ( )1 1,M x y ， ( )2 2,N x y 显然直线的斜率不为 0，所以设直线 MN

的方程为 4x my= − ，且
1 1
2 2

m− < < 与
2 2

1
4 16
x y

− = 。
 

联立可得： ( )2 24 1 32 48 0m y my− − + = ，且 ( )264 4 3 0m∆ = + > 。 

直线 1MA 的方程为 ( )1

1

2
2

yy x
x

= +
+

，直线 2NA 的方程为 ( )2

2

2
2

yy x
x

= −
−

，联立直线 1MA 与直线 2NA 的方

程可得： 

( )
( )

( )
( )

( )2 1 2 1 1 2 1 2 1

1 2 1 2 1 2 1

1 12 2 2

1 12 2

2 2 2 22
2 2 6 6

48 32 162 2 2 14 1 4 1 4 1
48 48 36 6

4 1 4 1

y x y my my y y y yx
x y x y my my y y

m mm y y
m m m

m y y
m m

+ − − + ++
= = =

− − − −

−
⋅ − ⋅ + +

− − −= = =
× − −

− −

 

由
2 1
2 3

x
x
+

= −
−

，可得 1x = − 即 p 1x = − ，所以可得点 P 在定直线 1x = − 上运动。 

设计意图：在试题 1 的基础上，学生初步建立解决圆锥曲线“定点”的问题思路，紧接着探索点在

“定”直线的试题，起到对知识点巩固的作用，有利于教师、学生更加熟悉软件，与时俱进，学生更好

地掌握这类试题的做题步骤。 
 

 

Figure 5. Point P motion structure diagram 
图 5. 点 P 运动结构图 
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通过上面两道试题，发现 GeoGebra 软件可以将轨迹运动清晰地展现在学生面前，在数学问题的驱动

下结合软件的教学过程中，培养了学生的直观想象素养[7]。同时，在试题中，学生感受到数学问题与信

息技术在数学中都具有很重要的作用，两道题都是“定点”、“点在定直线”的相关问题，体会到数学

圆锥曲线的试题中是存在相似性的，那么我们可以通过分析问题、解决问题的过程，形成一种相对固定

的循环型思路图，提高学生对同类型的试题解决能力[8]，见图 6。 
 

 
Figure 6. Problem-driven teaching cycle diagram 
图 6. 问题驱动教学循环图 

4. 结语 

数学课程标准强调要将信息技术与数学教学结合，GeoGebra 与圆锥曲线试题是相匹配的，圆锥曲线

试题讲解时采用由浅入深的问题驱动教学，运用 GeoGebra 软件进行展示形成过程，使学生构建解题思

路，进而对内容结构与课堂教学起到创新的作用，达到良好的课堂效果。在教学过程中不断丰富教师、

学生信息化方面的认知，激发学生学习兴趣，使学生可以站在数学的角度感受数与形的变化，通过“四

能”不断提高学生的数学学科核心素养。 
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